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Introduction

Les �equations de Navier-Stokes que nous consid�erons sont les �equations suivantes sur ~u(t; x); t 2]0; T [; x 2

IR

3

:
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~u = �~u�
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r:(~u
 ~u)�

~

rp

~

r:~u = 0

o�u p est la pression (inconnue), dont le rôle est de maintenir la divergence de ~u �egale �a 0. Nous parlerons

de solution faible ~u losque ~u 2 (L

2

loc

(]0; T [�IR

3

))

3

, p 2 D

0

(]0; T [�IR

3

) et que les d�erivations sont prises dans

(1) au sens des distributions.

Le but de cet article est de donner un rapide survol de diverses d�emonstrations du th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 0: (unicit�e L

3

)

Si ~u

1

et ~u

2

sont deux solutions des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles que ~u

1

et ~u

2

appartiennent �a C([0; T [; (L

3

(IR

3

))

3

) et ~u

1

(0; :) = ~u

2

(0; :), alors ~u

1

= ~u

2

.

1. La th�eorie classique des �equations de Navier{Stokes (1934-1984).

La th�eorie des �equations de Navier{Stokes dans IR

3

repose essentiellement sur trois papiers: l'article

phare de Leray de 1934 [LER] prouvant l'existence de solutions faibles en tout temps pour une donn�ee initiale

L

2

, l'article de Kato de 1984 [KAT] prouvant l'existence de solutions milds globales pour une donn�ee initiale

L

3

de norme su�samment petite et l'article de Ca�arelli, Kohn et Nirenberg de 1982 [CKN] montrant qu'une

in�egalit�e d'�energie locale et la petitesse locale de certaines normes entrâ�ne un contrôle local de la taille de

la solution. Le probl�eme de l'unicit�e des solutions faibles de Leray reste ouvert; celui des solutions milds L

3

a r�ecemment connu de nombreux rebondissements o�u chacun des trois articles fondateurs de la th�eorie joue

son rôle.

Si ~u est une solution des �equations de Navier{Stokes su�samment r�eguli�ere pour jouer le rôle de fonction

test pour @

t

~u, (1) donne

@

t
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2

= 2@

t

~u:~u = 2�~u:~u� 2

~

r
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~

rp:~u

puis par int�egration contre une fonction test � 2 D(]0; T [�IR

3

)
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2

�� dx dt+

Z Z

(j~uj

2

+ 2p) (~u:

~

r)� dx dt = 0

et en�n si ~u est su�samment int�egrable pour laisser tendre �(s; x) vers 1

]0;t[
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Z
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j~u(0; x)j
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Malheureusement, pour une donn�ee initiale ~u

0

2 (L

2

)

3

, nous ne savons pas construire une solution su�sam-

ment r�eguli�ere pour justi�er les calculs formels que nous venons de d�evelopper. L'id�ee de Leray [LER] a �et�e

d'att�enuer la non-lin�earit�e des �equations de Navier{Stokes pour obtenir des solutions r�eguli�eres: il consid�ere

une fonction ! 2 D(IR

3

) d'int�egrale 1 et l'approximation de la masse de Dirac par les fonctions !

�

=

1

�

3

!(

x

�

)

et il remplace (1) par

(2� �)

�

@

t

~u = �~u�

~

r:((~u � !

�

)
 ~u)�

~

rp

~

r:~u = 0

A une donn�ee initiale ~u

0

dans (L

2

)

3

de divergence nulle, on peut associer une solution (~u

�

; p

�

) de (2� �) qui

est C

1

sur ]0;1[�IR

3

et pour laquelle on obtient les �egalit�es :
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p
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~
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et

Z

j~u
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(t; x)j

2

dx+ 2

Z Z

t

0

j

~

r
 ~u

�

(s; x)j

2

dx ds =

Z

j~u(0; x)j

2

dx

Un argument de compacit�e faible permet alors de faire converger une suite ~u

�

vers une solution des �equations

de Navier{Stokes; cependant, le terme

~

r
~u

�

ne converge que faiblement et nous devons remplacer les �egalit�es

ci-dessus par des in�egalit�es en partant de ce que pour � � 0 on a

Z Z

j

~

r
 ~uj

2

� dx dt � lim inf

Z Z

j

~

r
 ~u

�

j

2

� dx dt

On obtient alors le th�eor�eme d'existence des solutions de Leray :

Th�eor�eme A: (Th�eor�eme d'existence de Leray)

Si ~u

0

2 (L

2

(IR

3

))

3

v�eri�e

~

r:~u

0

= 0, il existe une solution faible ~u 2 L

1

(]0;1[; (L

2

)

3

)\L

2

(]0;1[; (

_

H

1

)

3

)

des �equations de Navier{Stokes sur ]0;1[�IR

3

telle que lim

t!0

+
jj~u� ~u

0

jj

2

= 0. De plus, on peut imposer �a

cette solution ~u l'in�egalit�e d'�energie suivante :

(3) 8t > 0 jj~u(t; :)jj

2

2

+ 2

Z

t

0

Z
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3

j

~

r
 ~uj

2

dx ds � jj~u

0

jj

2

2

et même l'in�egalit�e d'�energie locale suivante:

8� 2 D(]0; T [�IR

3

); � � 0; 2

Z Z

j
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r
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2

� dx dt �

Z Z
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2

(@

t

�+��) dx dt+

Z Z

(j~uj

2

+2p) (~u:

~

r)� dx dt

Le rôle de cette derni�ere in�egalit�e a �et�e illustr�e par les travaux de Sche�er [SCH], puis de Ca�arelli, Kohn

et Nirenberg [CKN]. Rappelons qu'une solution ~u est dite r�eguli�ere au sens de Ca�arelli, Kohn et Nirenberg

si

~

r
 ~u 2 (L

2

loc

(]0; T [�IR

3

))

9

, p 2 L

5=3

loc

(]0; T [�IR

3

), si pour toute � 2 D((0; T )� IR

3

) �~u 2 L

1

t
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2

x

)

3

) et si

en�n ~u v�eri�e l'in�egalit�e d'�energie suivante : pour toute � 2 D(]0;1[�IR

3

) telle que � � 0 on a

(4) 2
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2

�(t; x) dx dt �
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2

(@

t

�+��) dx dt+

Z Z

(j~uj

2

+ 2p)(~u:

~

r)� dx dt

Nous dirons souvent de mani�ere plus condens�ee que ~u est r�eguli�ere CKN.

Le r�esultat de Ca�arelli, Kohn et Nirenberg est alors le suivant :
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Th�eor�eme B: (Crit�ere de Ca�arelli, Kohn et Nirenberg)

Il existe deux constantes positives �

1

et C

1

telles que pour tout T > 0, pour toute solution ~u des

�equations de Navier{Stokes sur (0; T )� IR

3

r�eguli�ere au sens de Ca�arelli, Kohn et Nirenberg, si x

0

2 IR

3

et

0 < t

0

et si pour un r dans (0;

p

t

0

) on a

Z Z

jx�x

0

j<r;t

0

�r

2

<s<t

0

j~uj

3

+ jpj

3=2

dx ds < �

1

r

2

alors

sup

jx�x

0

j<r=2;t

0

�r

2

=4<s<t

0

j~uj < C

1

r

�1

:

L'unicit�e et la r�egularit�e des solutions de Leray reste un probl�eme ouvert. Des r�esultats partiels d'unicit�e

ont �et�e donn�es par Serrin dans les ann�ees 60 [SER] et par Sohr et Von Wahl dans les ann�ees 80 [WAH]:

Th�eor�eme C: (Th�eor�eme d'unicit�e de Serrin)

Si ~u et ~v sont deux solutions faibles des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

qui appartiennent

�a L

1

(]0; T [; (L

2

)

3

) \ L

2

(]0; T [; (H

1

)

3

) et ont la même valeur initiale ~u

0

en t = 0, si de plus ~u appartient �a

L

r

(]0; T [; (L

p

)

3

) o�u 3 < p � 1 et 2=r = 1 � 3=p et si ~v satisfait l'in�egalit�e d'�energie de Leray jj~v(t; :)jj

2

2

+

2

R

t

0

jj

~

r
 ~v(s; :)jj

2

2

ds � jj~u

0

jj

2

2

pour tout t 2]0; T [, alors ~u = ~v.

Th�eor�eme D: (Th�eor�eme d'unicit�e de Sohr et Von Wahl)

(A) Si ~u et ~v sont deux solutions faibles des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

qui appartiennent

�a L

1

(]0; T [; (L

2

)

3

) \ L

2

(]0; T [; (H

1

)

3

) et ont la même valeur initiale ~u

0

en t = 0, si de plus ~u appartient �a

C([0; T ); (L

3

)

3

) et si ~v satisfait l'in�egalit�e d'�energie de Leray jj~v(t; :)jj

2

2

+ 2

R

t

0

jj

~

r 
 ~v(s; :)jj

2

2

ds � jj~u

0

jj

2

2

pour

tout t 2]0; T [, alors ~u = ~v.

(B) En particulier, si ~u

1

et ~u

2

sont deux solutions des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles

que ~u

1

et ~u

2

appartiennent �a C([0; T [; (L

3

(IR

3

))

3

)\L

1

(]0; T [; (L

2

)

3

)\L

2

(]0; T [; (H

1

)

3

) et ~u

1

(0; :) = ~u

2

(0; :),

alors ~u

1

= ~u

2

.

Ces deux derniers th�eor�emes reposent sur l'estimation de jj~u�~vjj

2

2

= jj~vjj

2

2

�jj~u

0
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2

2

�2

R R

t

0

@

t

(~u:~v) ds dx+

R R

t

0

@

t

(j~uj

2

) ds dx ; le terme jj~vjj

2

2

�jj~u

0

jj

2

2

se contrôle par l'in�egalit�e d'�energie et les termes @

t

(~u:~v) et @

t

(j~uj

2

)

se calculent facilement car ~u est su�samment r�eguli�ere. Des g�en�eralisations du th�eor�eme de Sohr et Von

Wahl, toujours pour des solutions v�eri�ant l'in�egalit�e d'�energie, ont �et�e r�ecemment donn�ees par Chemin

[CHE].

Une autre approche des �equations de Navier{Stokes n'utilise pas les in�egalit�es d'�energie : il s'agit des

solutions milds de Kato [FUK] [KAT]. Prenant la divergence de (1), on obtient l'�equation

�p+

~

r:(

~

r:~u
 ~u) = 0

ce qui permet d'�eliminer p en introduisant l'op�erateur IP~u = ~u�

~

r

1

�

(

~

r:~u). On obtient alors :

(5)

�

@

t

~u = �~u� IP

~

r:(~u
 ~u)

~

r:~u = 0

qui se r�esout en

(6)

�

~u = e

t�

~u

0

�

R

t

0

e

(t�s)�

IP

~

r
:(~u
 ~u) ds

~

r: ~u

0

= 0
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L'�equivalence de (1), (5) et (6) se montre sous des hypoth�eses assez g�en�erales, comme par exemple

~u 2 L

2

(]0; T [; (E

2

)

3

) o�u E

2

est la version locale de L

2

d�e�nie par f 2 L

2

loc

et lim

x!1

R

jy�xj�1

jf(y)j

2

dy = 0

(voir [FLT] pour une d�emonstration).

L'approche la plus simple des �equations de Navier{Stokes est donc de remplacer le probl�eme di��erentiel

par sa formulation int�egrale et de rechercher les solutions comme points �xes de ce second probl�eme dans

un espace de Banach bien choisi.

On est donc ramen�e �a la recherche de points �xes de la transformation ~u! ~u

0

�B(~u; ~u) o�u B(~u;~v) =

R

t

0

e

(t�s)�

IP

~

r:(~u
 ~v) ds. Ce probl�eme se traite par l'�etude des propri�et�es de continuit�e et de contractivit�e

de B. Dans la plupart des cas, on peut se ramener �a l'�etude de l'op�erateur scalaire plus simple A(u; v) =

R

t

0

e

(t�s)�

p

�� (u v) ds, B se d�ecomposant en l'action d'une matrice d'op�erateurs de Calder�on{Zygmund

sur les fonctions A(u

i

v

j

). On obtient ainsi facilement l'existence locale de solutions lorsque la donn�ee initiale

est L

p

avec 3 < p <1.

Dans le cas p = 3, une di�cult�e surgit : A n'est pas continu sur C([0; T ]; L

3

), et de même B n'est pas

continu sur f~u 2 (C([0; T ]; L

3

))

3

=

~

r:~u = 0 g [ORU]. L'id�ee de Weissler est d'alors d'introduire dans l'espace

de Banach des solutions un contrôle de la norme L

1

grâce aux propri�et�es de r�egularisation du noyau de la

chaleur [WEI]. On obtient alors le r�esultat suivant [KAT]:

Th�eor�eme E: (Solutions de Kato{Weissler)

(A) L'op�erateur A est continu de E

T

�E

T

dans E

T

o�u

E

T

= fu 2 C([0; T [; L

3

) = sup

0<t<T

jjujj

3

<1; sup

0<t<T

p

t jjujj

1

<1; lim

t!0

p

t jjujj

1

= 0g

norm�e par jjujj

E

T

= sup

0<t<T

jjujj

3

+ sup

0<t<T

p

t jjujj

1

(0 < T �1).

Plus pr�ecis�ement, on a, pour une constante C

0

ne d�ependant ni de t ni de T :

jjA(u; v)(t)jj

3

� C

0

sup

0<s<t

p

s jjujj

1

sup

0<s<t

jjvjj

3

et

p

t jjA(u; v)(t)jj

1

� C

0

sup

0<s<t

p

s jjujj

1

r

sup

0<s<t

jjvjj

3

sup

0<s<t

p

s jjvjj

1

(B) Pour tout ~u

0

2 (L

3

(IR

3

)

3

avec

~

r:~u

0

= 0, il existe T > 0 et une solution ~u 2 (E

T

)

3

des �equations de

Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

avec ~u(0) = ~u

0

. De plus, il existe une constante �

0

> 0 tel que T = +1 d�es

que jj~u

0

jj

3

< �

0

.

(C) De plus, si ~u

1

et ~u

2

sont deux solutions des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles que ~u

1

et ~u

2

appartiennent �a (E

T

)

3

et ~u

1

(0; :) = ~u

2

(0; :), alors ~u

1

= ~u

2

.

La d�emonstration de ce th�eor�eme repose sur un argument simple : l'op�erateur e

(t�s)�

p

�(t� s)� est

une convolution avec k(t� s; x) =

1

(t�s)

3=2

k(

x

p

t�s

) o�u la fonction k appartient �a L

1

\ L

1

.

En ce qui concerne l'unicit�e, Planchon [PLA] a remarqu�e qu'une remarque de Brezis [BRE] permettait

de relaxer le contrôle au voisinage de t = 0 :

Th�eor�eme F: (Th�eor�eme d'unicit�e de Planchon)

(A) Si ~u est une solution des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telle que ~u 2 C([0; T [; (L

3

(IR

3

))

3

)

et si de plus pour tous 0 < t

1

< t

2

< T on a ~u 2 (L

1

([t

1

; t

2

]� IR

3

))

3

, alors ~u 2 (E

T

0

)

3

pour tout T

0

< T .

(B) En particulier, si ~u

1

et ~u

2

sont deux solutions des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles

que ~u

1

et ~u

2

appartiennent �a C([0; T [; (L

3

(IR

3

))

3

)\

0<t

1

<t

2

<T

(L

1

([t

1

; t

2

]� IR

3

))

3

et ~u

1

(0; :) = ~u

2

(0; :), alors

~u

1

= ~u

2

.
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L'id�ee de ce r�esultat est simple : on part du th�eor�eme d'existence de Kato pour montrer que si la donn�ee

initiale reste dans un compact �xe de (L

3

)

3

on a un contrôle uniforme du temps d'existence de la solution

de Kato et de son comportement au voisinage de t = 0. On applique ce contrôle pour notre solution ~u �a la

fonction ~u(t+ �) de donn�ee initiale ~u(�), � > 0, pour conclure.

Si l'introduction du contrôle de la norme L

1

a permis d'obtenir un r�esultat d'existence de solutions L

3

,

la question qui restait en suspens �etait alors de savoir si cette hypoth�ese a priori sur le comportement de ~u

�etait n�ecessaire pour obtenir l'unicit�e des solutions L

3

. L'objet du th�eor�eme 0 est de montrer l'unicit�e L

3

sans hypoth�ese a priori.

2. Navier{Stokes et espaces de Besov.

En 1997,j'ai obtenu avec Furioli et Terraneo [FLT] que l'unicit�e des solutions L

3

s'obtenait sans autre

hypoth�ese a priori que la continuit�e C([0; T ]; (L

3

)

3

) :

Th�eor�eme 1: (Th�eor�eme d'unicit�e de Furioli, PGLR et Terraneo)

(A) L'op�erateur A est continu de L

1

(]0; T [; L

3

) � L

1

(]0; T [; L

3

) dans L

1

(]0; T [;

_

B

1=2;1

2

). De plus, A

est continu de L

1

(]0; T [; L

3

) � L

1

(]0; T [;

_

B

1=2;1

2

) dans L

1

(]0; T [;

_

B

1=2;1

2

) et de F

T

� L

1

(]0; T [;

_

B

1=2;1

2

)

dans L

1

(]0; T [;

_

B

1=2;1

2

) o�u F

T

= fu = sup

t<T

t

1=8

jjujj

4

<1g.

(B) En particulier, si ~u

1

et ~u

2

sont deux solutions des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles

que ~u

1

et ~u

2

appartiennent �a C([0; T [; (L

3

(IR

3

))

3

) et ~u

1

(0; :) = ~u

2

(0; :), alors ~u

1

= ~u

2

.

Notre th�eor�eme reposait essentiellement sur deux id�ees. La premi�ere est que l'op�erateur B �etait plus

simple �a manier dans les espaces de Besov

_

B

s;1

q

du fait que la norme s'y calcule essentiellement comme

une estimation ponctuelle fr�equence par fr�equence tandis que la convolution e

t�

(�t�)

�

s�electionne (pour

� > 0) essentiellement la seule fr�equence 1=

p

t : c'est particuli�erement lumineux dans l'exemple de Le Jan

et Sznitman [LJS] qui �etudie les solutions dans E

3

o�u E = ff = j�j

2

^

f(�) 2 L

1

g. La seconde �etait de

distinguer dans la solution ~u la tendance e

t�

~u

0

et la 
uctuation B(~u; ~u) ; Cannone avait montr�e que pour

les solutions de Kato-Weissler la 
uctuation est meillleure que la tendance en ce sens qu'elle appartenait �a

C([0; T [; (

_

B

0;1

3

)

3

) et même �a C([0; T [; (

_

B

1=2;1

2

)

3

) [CAN] (rappelons que l'on a

_

B

1=2;1

2

�

_

B

0;1

3

� L

3

); dans le

cas d'une seule solution L

3

, la 
uctuation reste meilleure que la tendance (en norme

_

B

1=2;1

2

) et cela su�t �a

faire marcher les calculs.

La preuve du th�eor�eme 1 repose alors sur quelques id�ees simples: d'une part (u; v) !

1

p

��

(uv) est

continu (d'apr�es les in�egalit�es de H�older, de Sobolev et de Bernstein) :

de L

3

� L

3

dans

_

H

1

3=2

�

_

B

1=2;1

2

de L

3

� L

p

dans L

p

pour 3=2 < p < 1 et de L

3

�

_

H

1

p

dans

_

H

1

p

pour 1 < p < 3 d'o�u par interpolation

de L

3

�

_

B

s;q

p

dans

_

B

s;p

q

pour 3=2 < p < 3; 0 < s < 1 et 1 � q � 1;

de même (u; v)!

1

(

p

��)

3=4

(uv) est continu de L

4

�

_

B

s;q

p

dans

_

B

s;p

q

pour 4=3 < p < 4; 0 < s < 1 et 1 � q � 1;

d'autre part, les op�erateurs f !

R

t

0

e

(t�s)�

(t� s)� f

ds

t�s

et f !

R

t

0

e

(t�s)�

(t� s)

7=8

(��)

7=8

f

ds

s

1=8

(t�s)

7=8

op�erent continument dans L

1

(

_

B

1=2;1

2

) (ces derni�eres estimations se d�emontrant essentiellement fr�equence

par fr�equence).

Remarquons, pour r�epondre �a une question fr�equemment pos�ee, que cette d�emonstration se g�en�eralise

aux dimensions sup�erieures et au cas des ouverts �a bord (voir [DEP 1] pour une solution L

n

sur un domaine

ext�erieur de IR

n

avec n � 4, le cas n = 3 se traitant de mani�ere analogue [DEP 2]).
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3. Navier{Stokes et espaces de Lorentz.

Peu apr�es notre th�eor�eme, Meyer a montr�e que la distinction entre 
uctuation et tendance n'�etait pas

utile si l'on rempla�cait l'espace de Besov

_

B

1=2;1

3

par l'espace de Lorentz L

3;1

[MEY].

Th�eor�eme 2: (Th�eor�eme d'unicit�e de Meyer)

(A) L'op�erateur A est continu de L

1

(]0; T [; L

3;1

) � L

1

(]0; T [; L

3;1

) dans L

1

(]0; T [; L

3;1

) et de

F

T

� L

1

(]0; T [; L

3;1

) dans L

1

(]0; T [; L

3;1

) o�u F

T

est l'espace F

T

= fu = sup

t<T

t

1=8

jjujj

4

<1g.

(B) En particulier, si ~u

1

et ~u

2

sont deux solutions des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles

que ~u

1

et ~u

2

appartiennent �a C([0; T [; (L

3

(IR

3

))

3

) et ~u

1

(0; :) = ~u

2

(0; :), alors ~u

1

= ~u

2

.

Ce th�eor�eme se ram�ene �a l'estimation jj

R

t

0

(t � s)�e

(t�s)�

1

p

��

f(s; x)

ds

(t�s)

jj

L

1

(L

3;1

)

� Cjjf jj

L

1

(L

3=2;1

)

ou encore par dualit�e �a l'estimation

R

1

0

jjs�e

s�

1

p

��

f(x)jj

L

3;1

ds

s

� Cjjf jj

L

3=2;1

. Par convexit�e, il su�t de

traiter le cas d'un atome f qui v�eri�e jjf jj

1

� A

2

et jjf jj

1

� 1=A (de sorte que jjf jj

L

3=2;1

� 1) puisque tout

�el�ement de L

3=2;1

s'�ecrit comme une combinaison lin�eaire convexe d'atomes f =

P

�

n

f

n

; 0 � �

n

;

P

n

�

n

= 1.

Or pour un atome cette derni�ere estimation est �evidente grâce aux in�egalit�es de Sobolev

pour � 1=2 < � < 1=2; jj(��)

�

1

p

��

f jj

L

3;1

� C

�

jjf jj

3

2�2�

et donc jjs�e

s�

1

p

��

f(x)jj

L

3;1

� C

�

s

�

A

2�

.

4. Retour aux in�egalit�es d'�energie.

Un examen attentif du th�eor�eme de Von Wahl (th�eor�eme D) montre que la preuve s'�etend au cas de deux

solutions C([0; T ); (L

3

)

3

) ~u

1

et ~u

2

d�es que ~u

1

� ~u

2

est dans L

1

(]0; T [; (L

2

)

3

)\L

2

(]0; T [; (H

1

)

3

). C'est-�a-dire

d�es que la di��erence des 
uctuations est meilleure que la tendance. J'ai propos�e dans [LEM 1] en d�ecembre

1997 d'utiliser ceci pour construire des solutions faibles globales pour des donn�ees initiales localement L

3

.

Dans le cas simple d'une donn�ee initiale L

3

, on construit une solution globale de la mani�ere suivante : on

�xe � assez petit et on d�ecompose ~u

0

en ~v

0

+ ~w

0

avec ~v

0

2 (L

2

)

3

, jj~w

0

jj

3

< � et

~

r:~v

0

=

~

r: ~w

0

= 0 ; on

r�esout alors Navier{Stokes dans L

3

avec ~w

0

pour donn�ee initiale, obtenant une solution globale ~w avec

sup

0<t

jj~wjj

3

< 2� ; puis on r�esout Navier{Stokes avec ~u

0

pour donn�ee initiale en obtenant une solution de

Leray ~v+ ~w o�u ~v appartient �a L

1

(]0;1[; (L

2

)

3

)\L

2

(]0;1[; (

_

H

1

)

3

) et satisfait l'in�egalit�e d'�energie �a la Leray

jj~v(t; :)jj

2

2

+ 2

R

t

0

jj

~

r
 ~v(s; :)jj

2

2

ds � jj~u

0

jj

2

2

+ 2

R

t

0

h

~

r
 ~vj~v 
 ~wi

L

2

(dx)

ds. Cela donne la relecture suivante du

th�eor�eme d'unicit�e en suivant les lignes du th�eor�eme de Von Wahl :

Th�eor�eme 3: (Th�eor�eme d'unicit�e de PGLR)

(A) Si ~u, ~w et ~v+ ~w sont trois solutions faibles des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

, si ~u et ~w

appartiennent �a C([0; T ); (L

3

)

3

), si ~v appartient �a L

1

(]0; T [; (L

2

)

3

) \ L

2

(]0; T [; (H

1

)

3

) et satisfait l'in�egalit�e

d'�energie �a la Leray jj~v(t; :)jj

2

2

+2

R

t

0

jj

~

r
~v(s; :)jj

2

2

ds � jj~u

0

jj

2

2

+2

R

t

0

h

~

r
~vj~v
 ~wi

L

2

(dx)

ds pour tout t 2]0; T [,

si de plus ~u et ~v + ~w ont la même valeur initiale en t = 0 alors ~u = ~v + ~w.

(B) En particulier, si ~u

1

et ~u

2

sont deux solutions des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles

que ~u

1

et ~u

2

appartiennent �a C([0; T [; (L

3

(IR

3

))

3

) et ~u

1

(0; :) = ~u

2

(0; :), alors ~u

1

= ~u

2

.

Pour d�emontrer ce th�eor�eme, il su�t de montrer que pour tout T

0

< T on a ~u� ~w 2 L

1

(]0; T

0

[; (L

2

)

3

)\

L

2

(]0; T

0

[; (H

1

)

3

). Or ~z = ~u� ~w v�eri�e ~z

0

2 L

2

, ~z 2 C([0; T [; (L

3

)

3

) et ~z = e

t�

~z

0

�B(~z; ~z)�B(~w; ~z)�B(~z; ~w).

Cela entrâ�ne ~z 2 C([0; T [; (L

2

)

3

). Or par ailleurs la m�ethode de Leray permet de construire une solution de
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~y = e

t�

~z

0

�B(~z; ~y)�B(~w; ~y)�B(~y; ~w) avec ~y 2 L

1

(]0; T

0

[; (L

2

)

3

)\L

2

(]0; T

0

[; (H

1

)

3

). Il su�t de v�eri�er que

cette derni�ere �equation (lin�eaire en ~y) a une unique solution dans L

1

(]0; T

0

[; (L

2;1

)

3

) suivant la m�ethode

du th�eor�eme 2 pour conclure.

Remarque: Dans un r�ecent article [LIM], Lions et Masmoudi red�emontrent l'unicit�e L

3

suivant les

mêmes lignes, en rempla�cant essentiellement l'argument pour montrer que ~u

1

�~u

2

est dans L

1

(]0; T [; (L

2

)

3

)\

L

2

(]0; T [; (H

1

)

3

) par l'�etude d'un probl�eme dual. Cette formulation aurait l'avantage de s'appliquer simple-

ment au cas des ouverts �a bord, plus simplement que la construction de De Pauw.

5. In�egalit�es d'�energie locales.

La derni�ere �etape consiste �a �etendre le th�eor�eme de Von Wahl (unicit�e) ou de Leray (existence) au

cas des donn�ees localement int�egrables, en rempla�cant l'in�egalit�e de Leray par celle de Ca�arelli, Kohn

et Nirenberg. On remplace de même L

3

par l'espace des fonctions localement L

3

et nulles �a l'in�ni :

lim

x!1

R

jy�xj<1

jf(y)j

3

dy = 0. On obtient alors les th�eor�emes suivants [LEM 2] :

Th�eor�eme 4: (Deuxi�eme th�eor�eme d'unicit�e de PGLR)

(A) Soit ~u

0

2 (E

3

(IR

3

))

3

avec

~

r:~u

0

= 0. Si ~u et ~v sont deux solutions faibles des �equations de Navier{

Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles que ~u appartient �a C([0; T [; (E

3

)

3

), ~v appartient �a L

1

(]0; T [; (E

2

)

3

) et ~u et ~v ont

la même valeur initiale ~u

0

en t = 0, si on a de plus sup

x2IR

3

R R

0<t<T; jx�yj�1

j

~

r
 ~v(s; y)j

2

dy < 1 et si ~v

est r�eguli�ere CKN, alors ~u = ~v sur ]0; T [.

(B) En particulier, si ~u

1

et ~u

2

sont deux solutions des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles

que ~u

1

et ~u

2

appartiennent �a C([0; T [; (E

3

)

3

) et ~u

1

(0; :) = ~u

2

(0; :), alors ~u

1

= ~u

2

.

Th�eor�eme G: (Th�eor�eme d'existence de PGLR)

Soit ~u

0

2 (E

2

)

3

tel que

~

r:~u

0

= 0. Alors il existe une solution ~u 2 \

T<1

L

1

([0; T ]; (E

2

)

3

) des �equations

de Navier{Stokes sur ]0;1[�IR

3

telle que lim

t!0

+
jj~u� ~u

0

jj

E

2

= 0. De plus, on peut imposer �a ~u d'être

r�eguli�ere au sens de Ca�arelli, Kohn et Nirenberg.

Le th�eor�eme d'unicit�e et celui d'existence se d�emontrent conjointement : on commence par montrer

l'existence locale d'une solution CKN pour une donn�ee E

2

; cette solution ~v est de plus localement L

2

(H

1

):

sup

x2IR

3

R R

0<t<T; jx�yj�1

j

~

r 
 ~v(s; y)j

2

dy < 1. Le th�eor�eme d'unicit�e s'en d�eduit selon les mêmes lignes

que le th�eor�eme 3 : on commence par montrer l'unicit�e E

2

des solutions de @

t

~z = �~z � IP

~

r:~u 
 ~z lorsque

~u 2 C([0; T [; (E

3

)

3

) (�a l'aide d'espaces de Besov sur les Morrey{Campanato), ce qui permet de montrer que

~u est localement L

2

(H

1

). La �n de la d�emonstration de l'existence vient de ce que presque partout en temps

la solution locale construite est E

3

et que pour les solutions E

3

on sait construire des solutions CKN L

2

+E

3

par la m�ethode de Leray sur des intervalles de temps arbitrairement longs; pour construire des solutions

globales, il reste �a construire des solutions sur des intervalles ]t

n

; t

n+1

+ �

n

[ avec �

n

> 0 et t

n+1

� t

n

> 1 et

�a les recoller r�eguli�erement CKN par le th�eor�eme d'unicit�e.

Le plus d�elicat est le maniement de l'in�egalit�e d'�energie locale pour obtenir l'existence d'une solution

E

2

. L'id�ee est de tronquer ~u

0

pour obtenir une donn�ee initiale L

2

; on utilise pour cela une base d'ondelettes

vecteurs �a divergence nulle qui nous permet facilement d'approximer dans (E

2

)

3

~u

0

par une suite de champs

L

2

�a divergence nulle. Pour une donn�ee L

2

, on sait construire une solution de Leray CKN. Il reste essen-

tiellement �a montrer que l'on contrôle la norme E

2

des solutions par la seule norme E

2

des donn�ees, pour

pouvoir ensuite passer �a la limite. Or on a pour tout ' 2 D(IR

3

) :

(6)

�

R

IR

3

j~u(t; x)j

2

'(x) dx+ 2

R R

t

0

j

~

r
 ~uj

2

' dx ds �

�

R

IR

3

j~u

0

(x)j

2

'(x) dx+

R R

t

0

j~uj

2

�' dx dt+

R R

t

0

(j~uj

2

+ 2p)(~u:

~

r)' dx dt

7



On applique cette in�egalit�e �a l'estimation de �(t) = sup

x2IR

3

R

jx�yj<1

j~u(t; y)j

2

dy et �a �(t) =

sup

x2IR

3

R R

jx�yj<1;0<s<t

j

~

r 
 ~u(s; y)j

2

dy ds en consid�erant '

0

qui vaut 1 sur B(0; 1) et x

t

; y

t

tels que:

�(t) �

R

IR

3

j~u(t; x)j

2

'

0

(x� x

t

) dx et �(t) �

R R

t

0

j

~

r
 ~uj

2

'

0

(x� y

t

) dx ds ; on obtient alors :

�(t) � �(0) + C

1

Z

t

0

�(s) ds+ C

2

(

Z

t

0

�(s)

3

ds)

1=4

(�(t) +

Z

t

0

�(s) ds)

3=4

2�(t) � �(0) + C

1

Z

t

0

�(s) ds+ C

2

(

Z

t

0

�(s)

3

ds)

1=4

(�(t) +

Z

t

0

�(s) ds)

3=4

On peut �eliminer �(t) et obtenir �nalement : �(t) � C

0

(�(0)+

R

t

0

�(s) ds+

R

t

0

�(s)

3

ds) et en �n de compte

un contrôle local de � et de � en fonction de la seule taille de �(0).

6. R�egularit�e des solutions L

3

.

Tout r�ecemment, je me suis aper�cu que les r�esultats de la section pr�ec�edente impliquaient en fait la

r�egularit�e des solutions L

3

ou E

3

et que les solutions C([0; T [; (L

3

)

3

) v�eri�aient toujours la condition de Kato

et Weissler sur la norme L

1

:

Th�eor�eme 5: (Troisi�eme th�eor�eme d'unicit�e de PGLR)

(A) Si ~u est une solution faible des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telle que ~u appartient �a

C([0; T [; (E

3

)

3

), alors ~u est r�eguli�ere CKN et de plus on a pour tout t 2]0; T [ sup

0<s<t

p

s jj~ujj

1

<1.

(B) En particulier, si ~u

1

et ~u

2

sont deux solutions des �equations de Navier{Stokes sur ]0; T [�IR

3

telles

que ~u

1

et ~u

2

appartiennent �a C([0; T [; (E

3

)

3

) et ~u

1

(0; :) = ~u

2

(0; :), alors ~u

1

= ~u

2

.

(C) Si ~u est une solution faible des �equations de Navier{Stokes sur ]0;1[�IR

3

telle que ~u appartient �a

C([0;1[; (L

3

)

3

), alors on a lim

t!1

jj~ujj

3

= 0 et donc sup

0<t

p

t jj~ujj

1

<1 et lim

t!1

p

t jj~ujj

1

= 0 .

Pour le point (A), il su�t de remarquer que le th�eor�eme d'existence globale de solutions r�eguli�eres

CKN (th�eor�eme G) et le th�eor�eme d'unicit�e �a la Von Wahl pour les solutions E

3

(th�eor�eme 4) montrent

que ~u est r�eguli�ere CKN; par ailleurs si t < T , on a par compacit�e de f~u(s) = 0 � s � tg dans (E

3

)

3

que

lim

�!0

sup

x

0

2IR

3

;0�s�t

R

jx�x

0

j<�

j~u(s; x)j

3

+ jp(s; x) � p

s;x

0

j

3=2

dx = 0 de sorte que pour � assez petit on a

pour tout x

0

2 IR

3

et tout � 2 [�

2

; t] l'in�egalit�e

R R

jx�x

0

j<�;���

2

<s<�

j~uj

3

+ jp � p

x

0

;�

j

3=2

dx ds < �

1

�

2

et

�nalement, d'apr�es le crit�ere de Ca�arelli, Kohn et Nirenberg (th�eor�eme B), sup

3�

2

=4�s�t

jj~ujj

1

< C

1

�

�1

.

Cela donne en �xant �

0

le contrôle de la norme L

1

sur [�

2

0

; t] ; pour s < �

2

0

, on prend � =

p

s et on obtient

le contrôle de

p

s jj~ujj

1

.

Le point (B) (qu'en fait nous avons d�ej�a utilis�e dans la d�emonstration du point (A)!, de sorte qu'il ne

s'agit pas ici de le red�emontrer mais seulement de le r�einterpr�eter) devient alors �evident, puisque l'unicit�e

des solutions de Kato{Weissler se d�eduit imm�ediatement des propri�et�es de contractivit�e de l'op�erateur B.

Pour le point (C), on remonte au th�eor�eme 3. Si � est assez petit et si on d�ecompose ~u

0

en ~v

0

+ ~w

0

avec ~v

0

2 (L

2

)

3

, jj~w

0

jj

3

< � et

~

r:~v

0

=

~

r: ~w

0

= 0, on r�esout Navier{Stokes dans L

3

avec ~w

0

pour donn�ee

initiale, obtenant une solution ~w avec sup

0<t

jj~wjj

3

< 2� ; puis on r�esout Navier{Stokes avec ~u

0

pour donn�ee

initiale en obtenant une solution de Leray ~v + ~w o�u ~v appartient �a L

1

(]0;1[; (L

2

)

3

) \ L

2

(]0;1[; (

_

H

1

)

3

) et

satisfait l'in�egalit�e d'�energie �a la Leray jj~v(t; :)jj

2

2

+2

R

t

0

jj

~

r
~v(s; :)jj

2

2

ds � jj~u

0

jj

2

2

+2

R

t

0

h

~

r
~vj~v
 ~wi

L

2

(dx)

ds.

En particulier, ~v 2 L

4

(]0;1[; (L

3

)

3

) et donc jj~vjj

3

< � en dehors d'un ensemble de temps de mesure �nie.

On obtient donc que ~u �nit par être petit en norme L

3

et le reste alors grâce au th�eor�eme de Kato sur les

solutions globales L

3

.

8



Bibliographie.

[BRE] BREZIS, H., Remarks on the preceding paper by M.Ben{Artzi \Global solutions of two{

dimensional Navier{Stokes and Euler equations.", Arch. Rat. Mech. Anal. 128 (1994), pp. 359{360.

[CAN] CANNONE, M., Ondelettes, paraproduits et Navier-Stokes , Diderot Editeur, Paris, 1995.

[CKN] CAFFARELLI, L., KOHN, R., & NIRENBERG, L., Partial regularity of suitable weak solutions

of the Navier-Stokes equations, Comm. Pure Appl. Math. 35 (1982), pp. 771-831.

[CHE] CHEMIN, J.Y., Th�eor�emes d'unicit�e pour le syst�eme de Navier{Stokes tridimensionnel, �a parâ�tre
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