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Chapter 1

INTRODUCTION

La question de la propagation de la convexité apparait naturellement en mathématiques
financieres, plus précisément dans le domaine du pricing d’options.

On va tenter de 'expliquer sur un exemple. Le but est d’exposer aussi brievement
que possible 'origine du probleme a un lecteur non familier avec les mathématiques
financieres, et on ne prétend pas a une introduction a la théorie générale du pricing
d’options.

IL’e.d.s.
So >0

dSt =0 (St,t) StdBt —|— H (St,t) Stdt

(1.1)

ou o est bornée, loin de zéro, modélise typiquement la dynamique d’une action (”stock”,
d’ou le S). On dit que o est la "volatilité” de S.

Un 7call (resp. put) sur S de maturité T et de strike K” est le droit d’acheter (resp.
vendre) I'action S au prix fixé a I'avance K a la date T dans le futur. Calls et puts
sont les exemples canoniques d’options. Le probleme générique du pricing d’options est
d’évaluer la valeur de ce droit aujourd’hui, disons a la date 0.

A linstant T, le call vaut clairement Max(Sy — K,0)=(S7 — K)* . Le put vaut
(K — Sr)*.

Soit une probabilité P* sous laquelle S soit une martingale ayant la propriété de



représentation prévisible. Il existe alors un processus A adapté a la filtration naturelle

F de S tel que
* * T
(Sp— K)* = BY [(Sy — K)* | Py| = B™ [(Sy — K)* | ) +/ AdS,  (1.2)
0

La remarque cruciale est que (pour simplifier on suppose les taux d’intéréts nuls) fOT AydSy
représente un flux financier: considérons un intervenant qui achete Ag actions a I'instant
0 (au cours Sp), les revend a l'instant h (au cours Sj), en rachete A, a linstant h, les
revend a 'instant 2h, etc...jusqu’a Uinstant (N — 1) A. Il a finalement en trésorerie la

somime
N-1
> Aun (Sgrryn — Sin)
k=0

T

v on a a la limite N — oo l'intégrale stochastique fOT AdSh.

En prenant h =

Si le méme intervenant vend de plus le call & I'instant 0 au prix £ [(ST — K)" | Fo] ,
il a exactement en trésorerie a l'instant 7' la somme FF” [(ST — K)+ | Fo] + fOT AdS;
qui vaut (Sp — K)* d’aprés (1.2). Mais c’est exactement l'argent que va lui réclamer
I’acheteur du call a l'instant 0, et pour des raisons claires d’absence d’opportunité

d’arbitrage la quantité £ [(ST — K)* | Fo] est le "juste prix” de l'option. On dit qu’il

y a "réplication parfaite”.

Ce raisonnement (dans cet univers simplifié idéal) est valable en toute généralité.

Sous de bonnes hypotheses, il y a existence et unicité de P*. L” "opérateur”

e EY[f(S7) | Fy)

est positif et martingalien (ie BT [St | Fy] = So). Si l'on travaille avec des modeles ott

S n’atteint pas 0 ou l'infini en un temps fini, il opere sur des fonctions de 7.



Dans notre modele, P* est I'unique probabilité sous laquelle
dSt =0 (St,t) S'tdB;K

ou B* est un P*—mouvement brownien (B* et P* dépendent de p, mais pas la loi de B* sous P*).

S est un processus de Markov, et

ET [ (Sr) | Fo] = BT [f (St) | So]

Notre opérateur est bien défini et transforme des fonctions de I} en fonctions de I

On a de plus un semi-groupe de tels opérateurs.

Le cadre se clarifie donc un peu. Reste a voir ou intervient la propagation de la con-

vexité.

Si l'on note

C(w,t) = B [(Sp— K)* | 8 = 4]

on montre via la formule d’Ito

00 (S4,t)
A= Ox
et
1, ,0°C (x,t)  OC (x,t)
57 ()2’ =55 o ="

Posons-nous maintenant la question suivante: supposons que notre intervenant se trompe
(ce qui est bien entendu le cas général) dans son anticipation de la volatilité o (S, 1) ;

?

c’est a dire qu’il évalue C' et A sous I’hypothese

dSt =0 (St,t) StdBt —|— H (St,t) Stdt



(comme on ’a vu I'anticipation de p n’a pas d’importance) alors que la réalité obéit a
dSt = TtStdBt —|— l/tStdt

ou 7 et v sont des processus adaptés au passé de 5.
Quelle est sa trésorerie finale ("Profit&Loss” ou P&L) aprés avoir payé (Sp — K)*
au détenteur du call ?

Avec des notations ad hoc
T
P&L = C7 (S0,0) +/ ATAS]Y — (S3— K)F
0
Un peu de calcul d’Ito permet d’aboutir a ’expression

1 T 8200 (S;7U7 t) T2 2 TV 2
P&L:§‘/O T(St ) (O' (St ,t)—Tt)dt

20
d’ou l'on tire la regle pratique suivante: si # > 0 (ce qui est vrai pour t =T au
x
moins) et 77 < % (5], 1) sur la trajectoire qui se réalise alors P&L > 0.
Il suffit donc d’anticiper correctement un majorant (resp. minorant) de la volatilité

réelle pour vendre (resp. acheter) un call sans risque (nonobstant tout le reste..), des que

la convexité se propage.

On voit donc l'intérét de la propagation de la convexité dans la modélisation (1.1).
C’est en gros le seul modele markovien a réplication parfaite et a trajectoires continues.
En fait la propagation de la convexité peut s’obtenir facilement, et il n’y a pas la de
véritable question.

On peut maintenant partir dans 2 directions:

La premiere direction consiste a conserver 1’hypothese markovienne. P* désigne



alors simplement une probabilité sous laquelle S est une martingale. Dans un cadre
markovien général le lien avec les mathématiques financieres est beaucoup moins clair:
ET"[f (S7) | So) n’a pas de raison d’étre un "juste prix”, et d’ailleurs P* a peu de chances
d’étre unique...

Le probleme auquel on s’attaque est de ce point de vue "périphérique”, et les mathématiques
financieres apparaissent simplement comme le creuset d’origine de la question.

Notons tout de méme que ET" [f (S7) | So] peut récupérer sa signification de prix
d’option dans une approche fondée non plus sur ’absence d’opportunité d’arbitrage mais
sur une théorie d’ "équilibre général” (P* a alors une légitimation économique). Il peut
étre intéressant de disposer de la convexité de @ +— C'(x,1) . La premiere partie est con-
sacrée a cette étude des semi-groupes markoviens et martingaliens de [} qui propagent

la convexité..

Dans le chapitre 2, on montre qu’un semi-groupe () d’opérateurs positifs, markoviens
et martingaliens propage la convexité si et seulement si il existe un semi-groupe @ de la
méme famille tel que

V(z,y) € R, 0 <t

Qi (. — ?J)+ [2] = @t (x— -)+ [v]

On baptise @ semi-groupe "call-put dual” de ). On montre aussi qu’il y a identité entre
les semi-groupes positifs, markoviens et martingaliens qui propagent la convexité et les

semi-groupes vérifiant les mémes propriétés définis sur le Banach
_ 0 *4 e g (l’) e +
G=4g€eC (R ) /3K, L —— — K quand  — o0, ¢ (2) — L quand z — 0
x

avec

g (2)|

HQHG = sup m

Ceci est tres commode, car un opérateur positif, markovien et martingalien de G est une

contraction positive, et 'on peut du coup étudier la propagation de la convexité dans le



cadre des semi-groupes de contractions positives sur un espace de Banach.

Dans le chapitre 3, on montre qu’un semi-groupe qui propage ”vraiment” la convexité
est nécessairement continu (au sens de (7).

On caractérise les générateurs infinitésimaux des semi-groupes positifs, markoviens et
martingaliens de G qui propagent la convexité dans le chapitre 4. On donne en particulier
une formule type Lévy-Kintchine et la forme explicite des générateurs bornés.

Le dernier chapitre est consacré aux exemples. On étudie en détail le cas de la diffusion
homogene; on montre sans aucune hypothese sur la régularité de o ’égalité entre () et

@. On en déduit le résultat de régularité suivant: si o est continue, les fonctions

= Q. —y)+ [x]

sont C'! pour ¢ > 0.

La seconde direction est de se demander ce qu’il advient dans un modele a réplication
parfaite et a trajectoires continues non markovien ou un calcul analogue a celui qu’on a
esquissé pour la diffusion markovienne est possible. Le probleme est évoqué dans [EKJP].

On s’attaque dans la seconde partie au modele

So >0
dSt =0 (Ao, St) StdBt (13)

Ce modele, comme on explique dans le chapitre 1, est le plus naturel pour lequel la
question de la propagation de la convexité se pose.

On se restreint au cas ou f garde un signe constant (on se ramene a f > 0), on précise
les hypotheses sur o et f au chapitre 2. Sous des hypotheses de régularité plus fortes,
une simple dérivation de 'E.D.P. associée a (1.3) permet de montrer la propagation de
la convexité lorsque o est décroissante (chapitre 3). Une astuce de calcul basée sur la

remarque qu’on peut faire jouer a A le réle d'un temps permet de retrouver ce résultat



avec les hypotheses du chapitre 2, et aussi de traiter le cas o croissant. On obtient dans
ce cas un critere analytique tres simple de propagation de la convexité (Proposition 3),
et aussi un exemple ou la convexité ne se propage pas.

Une conséquence de la propagation de la convexité est la croissance de

o Elp(57)]

pour ¢ convexe, ou S est la solution de (1.3) pour un coefficient de diffusion o. Si la
convexité ne se propage pas, on peut espérer exhiber une configuration ou cette croissance

est prise en défaut. Le chapitre 5 est consacré a la construction d’une telle configuration.



Chapter 2

DUALITE CALL-PUT

2.1 Calls et puts markoviens et martingaliens.

2.1.1 Deéfinitions.

Soit /' 'e.v. engendré par les fonctions de R} dans Rt 2 — (z —y)" et z +— (y — )" on

_|_

y décrit R, A cause de la relation (z — y)* —(y — 2)* = x—y , I contient les constantes

et I'identité. I est en fait exactement 'e.v. des fonctions de R} affines par morceaux.
On s’intéresse a des semi-groupes () sur n’importe quel e.v. de fonctions partout
définies qui contienne F, et tel que @) soit markovien (@1 = 1), "martingalien” (Q1d = Id)

et positif. Plus précisément, on dit que le semi-groupe @) vérifie (H0) si et seulement si:

e (HO)
Il existe un e.v. de fonctions partout définies qui contienne F', sur lequel () est un

semi-groupe markovien, martingalien, et positif.
On note (H0)" 1 "hypothese plus forte:

o (HO)
() est associé a un semi-groupe de noyaux de probabilités sur R} muni de sa

tribu borélienne usuelle, ie a une famille de mesure positives ¢ (x,dy;s,t),x €

10



Rj_vériﬁant:
Vu>t>s2>0, Vzec R}

(1) Jq(w dy;s,t)=1

(1) Jq(x,dy;s )y =

(120)Vf mesurable positive z — [ ¢ (z,dy;s,t) f (y) est mesurable.

(tv) q(x,dz;s,u) = [q(x,dy;s,t)q(y,dz;t,u) (égalité au sens mesures).
Remarque 1 [l y a 2 propriétés en plus par rapport a (HO) : Uexistence de noyaux

mesures, c¢’est a dire une hypothése de continuité des opérateurs du semi-groupe, et le

fait qu’on se confine a R, excluant des masses en 0 et en +oo.

Dans toute la suite, on suppose (H0).
On définit des fonctions "calls” et "puts”, qu’on indice par le semi-groupe, respec-

tivement par:

V(r,y) e R?,0<s <t

Cq (z,y;s,t)
Py (2,y;,1)

s, (

= Qsi(—y

= QS,t (y -
Remarquons tout d’abord que la fermeture de F'* pour la convergence monotone
. + , e, e

contient C° (Rj_) . Par conséquent, 2 mesures de probabilité sur R} qui coincident sur

F sont égales.

Proposition 1 Sous (HO0)', Q est enti¢rement déterminé par (toutes) les fonctions calls
ou (toutes) les fonctions puts.

Definition 1 Soit Q vérifiant (HO0). On dira dans la suite que Q vérifie (HO)" si et
seulement si il existe un semi-groupe R (donc nécessairement unique) vérifiant (HO) tel

que

\V/(l’,y)ERf,OSS<t CQ(J?,y;S,t):CR(l',y;S,t)

11



2.1.2 Dépendance en les parametres.

On a a cause des hypotheses Markov et martingale:
0<Cola,y;s,t)<a (2.1)

0< Py (z,y;8,t) <y

et

Cq (z,y;5,t) — Po (z,y;8,t) =z —y

(relation de "parité call-put”).

Dépendance en s,1.
Observons que (z — )™ =sup (z — y,0), d’olt & cause de la positivité de Q :
Cq (x,y3t,u)
> sup (Qra (- —y) [2],0)

— sup (= — 4,0)
=(z—y)"

Par action de ()5, :
VO<s<t<u Cqla,y;s,u) = Co(z,y;s,t) (2.2)

Dépendance en y.

A cause de la convexité et de la décroissance de y +— (x — y)+ et de la positivité du

semi-groupe y — Cq (,y;s,1) est convexe décroissante.

12



On a a cause de (2.1) et (2.2)

lim Cg (2,y55,1) =«

Et puisque Cq (z,y;5,t) >0
EIliTm Co (z,y;t,u)
yloo

A cause de ‘(:1; — )t —(x - y)+‘ < |z — y| et des hypotheses de markoviannité et de

positivité, y — Cq (z,y; s, t)est de plus lipschitzienne de rapport 1. La dérivée a droite
6dCQ

est négative croissante, comprise entre —1 et 0, et

dy
. 6dCQ ) . 6dCQ )
A cause de Cg (2,y;s,1) >0
0,C
2 =

Par parité call-put

lim, g+ Py (x,y;5,t) = 0

04 P, 0,C

dayQ (z,y:t,u) = dayQ (z,y:tu) +1
6dPQ 04 P,

d’ou 0 <

dy ayQ (:L’,y;t,u) - PQ (l',y;S,t) est

croissante, majorée par y — Pg (v,y;5,1) = — Cg (x,y; s,1) et donc par x, d’ou

(x,y;t,u) < 1 et la fonction y — y

04 P,
Flimy o2 (2,5 t,u) — Po (v,y55,1) <
yloo "y

Lemme 2 Vx € R}, 0 <s <1 la fonction

y — Py (x,y;s,1)

13



est croissante convexe positive, lipschitzienne de rapport 1 et

lim, o+ Py (x,y;5,1) =0
04 Pg

hmyTOO a— (:z:,y;t,u) =1
0
lim,, o+ % (x,y;t,u) >0
)
P,
limy e yada—Q (2, g5t u) = Po (2,y;5,1) < @
Y
On note dorénavant
04 P,
Q(x,0;s,t) = lim,|o+ ﬂ(:Jc,z:;s,t)
0z o
Q (z,00;8,1) = x—lim,. (Z 19 (x,z;8,t) — Py (2, 2 S,t))
Y
0P,
Q(x,dz;s,t) = azzQ (x,dz;s,1)

considéré (au sens des distributions sur Ry ) comme mesure sur Ry On a

0<Q(x,0;s,¢) <1
0<Q(x,0081) <
JQ(x,dz;s,t) <1
[2Q(z,dz;5,1) <

Q (2,0;5,8) + [Q(z,dz;s,1) = 1
[2Q (2,dz;5,8) + Q (x,00:5,1) = @

(2.4)

Le lemme suivant relie les fonctions calls et puts a leur "valeur initiale”.

Lemme 3

Po(z,yist) = yQ(z,0;s,t)+ [(y—2)" Q(x,dz;s,1)
Co(z,y;s,t) = Q(z,00i5,t)+ [ (2 —y)" Q(x,dz;s,1)

14



> En effet
2
S 2l (a, dy; s, 1)

at Oy?
0aP, 0aP,
= dayQ (l’,b;S,t) - dayQ (:L’,a;s,t)

et
bt 92P,
fa+ yﬁ_ (l’, dga Svt)

= 6242 (2, bys.t) — Py (,b;5,1)] — [a242 (w,a;5,) — Py (v, a3 5,1))

En faisant @ = 0 et b = y on en déduit

[y — 20t 25 (2, dzs s, 1)

922
2
= J'ly—2) T (e dzis t)
= 7 (v — =) G (e s)
+ 92P, + _a°P,
= y oy T2 (x,dzys,t) — [ 2552 (2, dz; s, 1)

Aq P, . Aq P,
=y |28 (0, y;5,1) — limyjor 2502 (2, y31,u)]

— [y%52 (2,3 5,1) = Po (.3 5,1) = 0]

D’ou la premiere assertion.
De méme avec a = y et b = 400
52P,
f (Z - y)+ Tﬁ (l’,dz; Svt)
52P
= fy+ (Z - ?J) 822Q (l’,dZ, S7t)

52P 52P
= fy+ 2752 (x,dz;s,1) — yny, o (x,dz;s,1)

= [limZToo Z% (x,z;8,t) — Py (x, z; S,t)]

— |y (g5 8, 1) = Po (w5, 1)] =y |1 = 242 (2,y;5,1)]

= [limZToo ZadT];OL (x,z;8,t) — Py (x, z; S,t)] -

+r—y— P (x,y;5,1)

D’ou la seconde assertion, par parité call-put. <

On notera (Bords) la propriété:
e (Bords)

15



Vee R, ,0<s<t
Q(x,0;s,t) =0
Q(x,00;8,1) =0

Proposition 2
(H0) = (Bords)

> En effet Co (z,y;5,t) = [q(x,dz;s,t) (2 —y)* mais (z —y)" < 2 et par conver-
gence dominée limy 1o, Cg (@, y;t,u) = 0. De plus 9aCq (x,y;t,u) = — [q(x,dz;8,1)1 (2 > y)

dy
et par le méme argument lim, o+ adaiQ (2,y;t,u) = —1. Enfin
4P,
y=5.% (@, y3t,u) — P (x,y;8,1)

= IQ(xvdZ;Svt)Zl(Z < y)

et par convergence monotone

hmyTOO yaiT];Q_ (:L‘,y,t,u) - PQ (l’,y;S,t)
= [q(a,dz;s,t)z=x

Proposition 3 Sous (H0)'

0*Pg
dy?

0*Cq
dy?

q(x,dy;s,t) = (z,dy;s,t) = (x,dy; s,1)

(€galité au sens mesures) .

> En effet d’apres le lemme 3

0*Pg
0y?

Cq (2, y;5,1) = (z,dz;5,1) (z —y)"

16



et

0Py T
PQ (l’,y;S,t): ayz (x,dz;s,t)(y—z)
Les mesures% (x,dz;s,1) et g (x,dy;s,t) coincident sur F, et par la proposition 1 elles

sont donc égales. <

La démonstration donne plus: supposons seulement (Bords) . Alors la mesure positive
0*Pg
oy?

(x,dz; s, 1) vérifie

9 Py

\V/$€Ri,0§8<t,f€F Qs,tf[x]:f ayz

(z,dy;s,t) f(y)

Soit f > 0 € F. Supposons que la fonction = — Q,+f [x] soit s.c.i.. Elle est alors

mesurable, il existe une suite f,, de fonctions de F' convergant en croissant vers (), f et
2

0y?

par convergence monotone pour la mesure (w,dx;r,s):

02y .
f ayz (w7 dl‘, T 5) Qs,tf [l’]

2
i [ 272 (0, dasr ) 1 ()
y

im Qs fr [10]
QT,st,tf [l’]
Qr,tf [l’]

IA

0*P, 0*P,
5y (0 deirss) [ 255t (e, ) (2)
9*Py

5y (0= ] ()

J
< J

2 2
aa;Q (w,d:z;;r,s) aa;Q (l’,dZ;S,t)

(w,dz;r,t). Mais ce sont 2 mesures de probabilité, elles sont donc

On passe alors a f borélienne positive bornée, et la mesure [

0?P,
dy?
égales et @ vérifie (H0)'.

est dominée par

17



Proposition 4 Supposons (Bords) et que ¥V f >0 € F, la fonction

L= Qs,tf [l’]

est semi-continue inférieurement. Alors Q vérifie (HO0)'.

Dépendance en z.

Evidemment, on a du mal a dire quelquechose dans le cas général. Notons tout de méme

qu’a cause de (z —y)" < Cg (2, y;5,t) <z on a

lim Co (2, y;,u) = 0 (2.5)
et
it
fim Co (o yit,u) _ (2.6)
xlToo X

Remarque 4 Si les calls sont croissants et les puts décroissants en x, ils sont alors
lipschitziens de rapport 1, a cause de la parité call-put: en effet

Vye R, 0<t<u, 0<r <y

0< CQ(x%y;tvu)_CQ(xhy;tvu):PQ (x%y;tvu)_PQ(xlvy;tvu)—l_x?_xl S ry— T

2.2 Calls et puts convexes.
On note (Conv) la propriété de propagation de la convexité par @), soit:
e (Conv) toutes les fonctions calls (ou toutes les fonctions puts) sont convexes.

Si elles sont convexes, les fonctions calls sont en particulier continues. Une fonction

nulle en zéro positive et convexe est croissante. La dérivée a droite est positive,

i
ox

croissante, et plus petite que 1 a cause de ’asymptotique du call quand =z — oc.

18



On a donc

5 lim 2 (2. y:,1)
et
ElglgiTg adiQ (x,y;s,1)
et toujours a cause de (2.6)
glgiTg adaiQ (x,y;s,1)=1
La fonction x +— :z:adTiOL(x,y;s,t) — Cq (x,y;s,t) est croissante, nulle en zéro, et
majorée:
wadaiQ (z,y;t,u) — Co (v, y3 L, u)
< a—Cg(a,y;t,u)
= y—Pola,y;tu)
<y
D’ou
ElglgiTgxadaiQ (x,y;t,u) — Co (x,y;t,u) < y

En fait, on aurait pu s’épargner tout effort en remarquant que la fonction x — Cq (x,y; s, 1)
a exactement les mémes propriétés sous I’hypothese de convexité que celles de la fonction

y — Pg (x,y;s,1) utilisées dans la partie précédente. On a ainsi directement:

Lemme 5 Sous (Conv)

0*C,
Co(z,y;s,t) = alim, o+ adTgO“ (zyy58,8) + [ (z — 2)* 5 2Q (dz,y;s,t)
z
Py (x,y;8,t) = y—limye [ZadaiQ (z,y58,t) — Co (2, y; S,t)]

+[(z—2)F agff (dz,y;s,1)
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2.3 Convexité et dualité call-put.

2.3.1 Un espace de Banach naturel.

On remarque que les fonctions y — Cq (,y;8,t) et y — Py (x,y;s,1) sont dans 'e.v.
_ 0 *4 - g(l’) - +
G=4g€eC (R ) /3K, L —— — K quand  — o0, ¢ (2) — L quand z — 0
T
On note pour g € G

go = limg+ ¢ (9‘?)

Yoo — hmO"‘

Q
s[5

On a F' C G et I'on peut réécrire le lemme 3 :
VfeF
Qsef (x) = Q(x,0055,1) [
+Q (2,05 5,1) fo
+ /() Q(x,dz;s,1)
Sous (Conv) @ — Cg (2, y; 5, 1) et @ Po (2,y;,1) sont aussi dans G, ie Q, . F C G.

On munit dorénavant G d’une structure d’espace de Banach pour la norme

Joll = sup 471
Pour f € F
Quef (1) = |Que [SEHL] ()

< 1Quel(1+ ) 171 ()]

= (17111 Qe [(1 + )] ()

= |I£1l (1+2)
et

1Qua Il < 11

()5, est une contraction de F' dans (G, mais il est facile de voir que I est dense dans G,
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et par suite ()5, s’étend de fagon unique en une contraction de G.

Proposition 5 ) vérifie (Conv) si et seulement si Q) provient d’un semi-groupe d’opérateurs

positifs, markoviens et martingaliens (et donc de contractions) de G qui vérifie (Conv).

2.3.2 Semi-groupe call-put dual.

Toujours sous (C'onv) on remarque que le lemme 5 suggere de définir un opérateur Qs ,

de F' dans (G par la formule

. 0,C
Qs,tf (y) = [y - lirnzToo (Z daZQ (Z,y;S,t) - CQ (Z,y;S,t))] foo

) 04C,
+ [11m210+ % (Z,y;S,t)] fO
2

0°C
+ /1 (2) azf (dz,y;s,1)

Cet opérateur est clairement positif, markovien et martingalien. Il propage la convexité
a cause de la convexité des fonctions Cg (,y;s,t) et Py (x,y;5,1) en y. On peut comme
ci-dessus ’étendre en un opérateur de (G positif, markovien et martingalien. Par con-

struction, on a la relation remarquable de ”dualité call-put”

~

Qs ( - x)+ [y] = Qs (y - ')+ [2]

On dit que @5715 est 'opérateur "call-put dual” de Q). @5715 vérifie les mémes hy-

potheses que ()4, @s,t est bien défini et bien sur

Qs,t = stt

Il est naturel de se demander quelle relation de composition vérifient les @5715. Avec
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des notations ad hoc destinées a clarifier la situation:

s (T
= QN[N =) ()] ly]
= QR [eb (=" @) ]
= QU [N (=0T w)] ]
= QU Q%) (=T ()] []
= Qs —y) 2

Et @ satisfait une relation de co-semi-groupe

~

Qt,uQS,t = Qs,u

On a montré finalement

Proposition 6 Un semi-groupe () d’opérateurs positifs, markoviens et martingaliens sur
G propage la convexité si et seulement si il eviste un co-semi-groupe @ d’opérateurs
positifs, markoviens et martingaliens sur GG qui propage la convezité tel qu’on ait

Vi(z,y) e R, 0<s<t

~

Qs ( - x)+ [y] = Qs (y - ')+ [2]

~

Remarque 6 Dans le cas homogéne, Qs = Qi—s, @5715 = @t_s et le co-semi groupe ()

est un semi-groupe.

Remarque 7 On n’a rien dit jusqu’ici sur le parameétre temps: tout cela fonctionne
en temps discret, en particulier; notons que la dualité call-put est définie au niveau des

opérateurs.
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2.4 Propriétés de la dualité call-put.

On suppose dans tous ces énoncés que ) vérifie (Conv).

On a d’apres les propositions 2 et 4 :
Proposition 7 Q vérifie (Bords) < Q vérifie (HO)'
On note de facon naturelle:

e (Bords Dual)

04C

hmxToox aQ(l’,y;S,t)—CQ(l',y;S,t) = Y
X
04C
lim$lo+ﬂ(x,y;5,t) =0
Ox

On a immédiatement:
Proposition 8 () vérifie (Bords) < Q vérifie (Bords Dual)

Proposition 9 Soit Q) vérifiant (Bords). Alors

q(x,dy; s,t) admet une densité continue en y
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R
4

Les calls C@ (x,y;s,t)sont C? en x.
La propriété de domination suivante est tres utile en pratique:

Proposition 10 Supposons que pour chaque (y,s,t), s < t il existe une fonction b(x)
convexe nulle en zéro, telle que limy o b () = 0 et limyyo @b’ (2)—b(x) =y (ou V' désigne

la dérivée a droite) et telle que

Vo e R b(x) > Py (y,x;8,t)
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(resp. b(z) = Co (w,y;5,1))
Alors Q) vérifie (Bords) (resp.(Bords Dual) ).

Corollaire 8 Supposons qu’il existe R vérifiant (HO) et (Bords) (resp.(Bords Dual))
tel que

V(x,y) € Rf, 0<s<t Cgla,y;s,t) < Cr(x,y;s,t)

Alors Q) vérifie (Bords) (resp.(Bords Dual) ).

P, 18,1 04F,
> En zéro lim, o+ M = lim, o+ d@ 9 (y,2;8,1),0 < Py (y,x;8,t) < b(x) et
z
b(x) =o(x) d’ou le résultat.
A Tinfini, on sait
04 Pg

PQ(y,l’;S,t)—x (y,l';S,t)l—lZ—y

ox

et il s’agit de montrer [ =y. On a

04 P,
Py (y, 23 5,1) — 20——2 (y, 225 5, 1)

x
< Py (y,?x;s,t)gx(Q(ya :1;,5,2) 0 (Y, x5 8, ))
r—
- 2PQ(y’x;87t)_PQ(y72x;57t)
S Qb(w)—(Qx—y)-l—
Pour 2z >y
= 2(b(z) —2)+y
< 2(be) =2l () 4

et b(x) —ab (x) — —y d’ou le résultat. <
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2.5 Semi-groupe mesure et dualité call-put.

Une idée tres naturelle pour étudier la propagation de la convexité est d’identifier une
fonction convexe a sa dérivée seconde mesure de Radon; ceci est possible ici a cause des
hypotheses de Markov et de martingale. La convexité dans ’espace des fonctions devient

la positivité dans 'espace des mesures. Plus précisément, soit
E = {mesures signées p sur R* / /(1 +y) |p| (dy) < oo}

G={g/3n eb(@ap e gla) = [(e=p)*uldy)+ar+ 3}

g(x)

On remarque que g € G est continue, et de plus — [u(dy) + o quand © — oo et

g(z) — B quand @ — 0% de sorte que g € G avec

90:5
9oo = [ 1 (dy) +

De plus, il est clair que la décomposition de g € G en (pt, o, 3) est unique.

Regardons laction de Q sur G :

Qurg (x) —az = = Qui [/ (.= 9" p(dy)] (x)
= Q(z,005s,1) [ pu(dy)
+[Q (w,dz;s,t) [ (= —y) " p(dy)
= Q(z,005s,1) [ pu(dy)
+ [ u(dy) JQ (x,dz;5,1) (= —y)"
= [ u(dy) [Q (w,00i8,1) + [ Q (w,dz;5,1) (= — y)*]
= Ju(dy)Cq(x,y;s,1)
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Mais sous I’hypothese (Conv)

CQ(xvy;Svt) = x@(y,(),s,t)—l—f@(y,dz;s,t)(x—2)+

et par Fubini

[u(dy) Co (z,y;5,1) = afp(dy) Q(y,0,8,8) + [ [ p(dy) Q(y,dz;s,1) (x — 2)T

Soit
Vs (dz) = /ﬂ(dy)@(y,dZ;s,t)

Alors a cause de (2.4)

J (L 2) v ] (d2)

IA

S lul (dy) [ (14 2) Q (y. dz;5,1)]
< [(14y)|pl(dy) (2.7)

o0

N

A

et vs; € I,

Proposition 11 Soit Q) vérifiant(Conv). Alors

Vg=(pa,B)€CG,t>5>0 Q9 €CG
et
Qs,tg = (Vs,ta Oé—I—/@(y,O,S,t),M(dy), ﬁ)

avec

Vst (dz) /Q (y,dz;s,t) p(dy)

L’hypothese (Conv) est supposée vérifée dans la suite.

On note @ le semi-groupe induit par () sur G.

Remarque 9 F' C 5, F est dense dans G, et le semi-groupe () est entierement défini
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par @

() est tres proche du semi-groupe "mesure” du début: soit

T: G - FE

g=(p,a,B)—Tg=yp

la restriction de 'opérateur dérivée seconde a G . Les fonctions affines étant invariantes
par (), induit un semi-groupe d’opérateurs sur l'e.v. quotient G /fonctions affines,
qu’on note encore () . T est un isomorphisme de G /fonctions affines sur F, le semi-

groupe image de () est
Q: F—FE

i Qu="TQT "y

On a

Qi (42) = o (d2) = [ Q(y, dzis,1) pu (dy)

et @, est positif, et de contraction sur £ pour la norme [ (1 +y)d|p|(y) d’apres (2.7).
@s,t vérifie de plus

Vy e RL
0< (Q,,8,,1) <1
- <gt 1) < (2.8)
0< (@b, 1d) <y
et aussi y — @, ,0, est o (E, ) continue et
Vel
Q dz) = ) ydzys, ) (d
Qe (dz) = [Q(y ) 1 (dy) (2.9)

=/ (@s,t5y) (dz) pu(dy)

Réciproquement, & un semi-groupe Q) positif et de contractions de £ qui vérifie ces 3
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propriétés on associe les opérateurs définis sur G par

Qut (0. 8) = (Quupna+ f [1 = {(@s8y.1)] i (dy) . 5)

On a alors

Qoidd =Q.,(0,1,0) =(0,1,0) =1Id
@57152 = @5715 (0,0,Z) = (0,0,Z) =z

ie des opérateurs markoviens et martingaliens.

Qu’en est-il de la propriété de semi-groupe?

ONTOT(TRONC)
= Qut (Quumra+ J [1 = (@85, 1)| 1 (dy), 8)
= (Qu:Quutt;
ot [ [1=(Quudy, )| i (dy) + § [1 = @iy 1)] Qrure (dy),
A)
= (Qrum,
a+ f p(dy) = [{Q,6,1) Qe (dy) + [ [@rutt (dy) = (@084, 1) i (dy)]
A)

Mais par Fubini et (2.9)

J (@b Ly nldy) = J, 1. (@1u6,) (d2) p(dy)
= 1.1, (Qu.8) (d2) p(dy)
= [ (Quun) (d2)
= (Quum1)

et en particulier

/ <@s,t5y7 1> @t,uﬂ (dy) = <@s,t@t,u:u7 1>
= <@s,ulu71>

d’ou la propriété de semi-groupe.
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On bute sur la propriété de positivité. Ceci est normal, car le quotient par les fonctions
affines fait perdre la notion de positivité (ou de croissance).

Pour un call
Qs,t ( - Z)+
@S,t (527 07 0)

= (@s,tézv 1 - <@s,t527 1> 70)

d’ou

et @5715 (.— Z)+ [z] > 0.

Pour un put

et
@s,t (z — .)+ [x]
= Q8- (dy) (x —y)" =2 (Q,6:,1) + 2
= Q.8 (dy) [(w—y)" —a| +=
= [ Qu6-(dy) [(y— )" —y| + 2
= Q6 (dy) (y — 2" + (== Q4 (dy) )

d’ou @5715 (z — .)+ [x] > 0.

@5715 transforme les fonctions convexes positives en fonctions convexes positives, mais
ceci ne suffit pas bien sur a montrer la positivité: il y a des fonctions affines par morceaux
positives non convexes!

On a donc un semi-groupe d’opérateurs sur (i markovien, martingalien et qui propage
la convexité, mais pas nécessairement positif. Il n’est donc plus évident (méme en

revenant a la définition de @) que 'on ait des contractions, et qu’on puisse étendre

0adG.
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Venons-en au lien avec le semi-groupe call-put dual. On peut identifier le dual G’ de

G et E x R* via:
(s a,0),9)) e ¢ = /gdﬂ + agoo + bgo
Regardons le semi-groupe dual (le vrai dual) de Q .
<@ )i(=9)")
(11:0,0), Qui (- = 9)"))
(1, ) PQ (y,-55,1)))

= [ Py(y s, t)du(z)+a

D’autre part d’apres le lemme 5

Po(y,wisit) = Qx,0:5,0)+ [ (= —y)" Q(x,dz;5,1)

d’ou
[ Po (y,;5,t) pu(de)
= [Qz,0;5,t)p(de) + [ (z—y)* [ Q(x.dzys,1) p(do)
et
(@ (pab), (. =)"))
= [Po(y,x;s,t)p(de) +a
= [Q(2,0;s,0) p(de) + [ (z—y)" [ Q(w,dz;5,t)p (dx) +a
De meéme

(Qzs (pa.b),(y—)h))
= fCQ(y,x;s,t)u(dx)—l—yb
= y[Q(z,00;5,1) p(de) + [(y —2)* [ Q (., dzys,t)p(da) +yb
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d’ou par densité de F' dans ¢

it (ﬂ

Qi (p,a,b)

Proposition 12

Q =1gQ g
ou llg est la projection de G' sur F et Iy le plongement de FE dans G'.
Si @ vérifie (Bords Dual)

En conclusion, choisir de travailler avec le semi-groupe (), qui est un semi-groupe
positif et de contractions sur I'espace de Banach G’ revient a étudier la propagation de
la convexité par des semi-groupes d’opérateurs markoviens et martingaliens sur ¢, pas

nécessairement positifs, probleme moin précis que celui qu’on s’est posé initialement.
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Chapter 3

CONTINUITE DU SEMI-GROUPE

On suppose dans ce chapitre et le suivant que le semi-groupe est homogene en temps et
I'on note Co (z,y;t) le call Q, (. —y)™ [x].

L’hypothese (C'onv) est supposée vérifie.

On se doute qu’il y a un lien entre la continuité du semi-groupe en zéro et I'existence
de zones ou les calls n’ont pas de convexité, celles-ci correspondant en gros aux ensembles
de potentiel nul du semi-groupe call-put dual. On va voir qu’on peut dire beaucoup de

choses dans cette direction avec des arguments élémentaires.

3.1 Limite des calls en zéro.

A cause de la propriété (2.2) les fonctions Cq (., y;t) convergent en décroissant vers une
fonction C3 (.,y) qui domine (. — gt C9 (.,y) est limite simple de fonctions convexes

24C3

croissantes, donc convexe croissante, et vérifie aussi Cg (0,y) = 0, lim,1o a—xQ (x,y) = 1.

Soit zine (y) = sup{z <y /CR(zy)= O}etzsup(y) = inf{z >y [ CQ(z,y) = Z—y}
avec zinf (y) = 0 et zqup (y) = 00 si les ensembles correspondants sont vides. A cause de la
convexité et du comportement aux bords, €9 (z,y) =0 pour z < ziyt (y) et Cf (z,y) =
Z— 1Y POUr z > Zeyp (y) . On remarque zins (y) =y < zZaup () = y & Cg (y,y) = 0.

C9 (., y) est convexe, donc continue, et par le lemme de Dini Cq (., y;t) converge vers
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C9 (., y) uniformément sur les compacts de Rf. A cause de Cg (0,y) = Cq (0,y5t) =0

- Co ,
et de lim, o M = limy (e M = 1 les fonctions Cq (.,y;t) convergent vers
x x
Co (.,y) dans G.
L’opérateur
QO : F— G
Vye Ry (—y)t—CY(.y)
et (y_')+'_>P3 ('7?/)

est une limite de contractions et donc une contraction, et s’étend de facon unique a G.

Les opérateurs (). étant continus de G dans GG on a pour ¢ > 0, les limites étant prises

dans GG
QoQt = 13{61 Qth = 13{61 Qth = Qth

et
2 _ 1 13 —
QO - lsll%l QSQS — lsll%l QZS — QO

et le semi-groupe () est fortement continu sur le Banach QoG

OnaQo(.—y)" > (.—y)" dot pour 0 < s <t
QiQo(. = )" 2 Qi(-—y)" = Qi@ (- —y)"
Mais par définition de Qo on a Q, (. —y)" > Qo (. —y)" et
Qu—sQs (- — 1) = QsQo (. —y)*

Finalement Q.Qo (. — 1) > Q¢ (. — )" = lim, 10 Q1—sQo (. — )™ = QuQo (. — )" et par
densité de F' dans G cela entraine Q) = Q.

Proposition 13 @) est fortement continu sur le Banach QoG et

V>0 QiQo = Qol: = Qs
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() est fortement continu sur G & Qo = Id & Vy € R Cg (y,y)=0.

3.2 Cas non continu.

On se place dans le cas ou () n’est pas fortement continu sur G.

L’exemple non continu le plus simple est donné par ();¢ = ¢go + goold pour tout
t > 0. @) est trivialement markovien martingalien positif, propage la convexité, et c’est
un semi-groupe a cause de 'idempotence de g — go + goold.

C’est le cas @ = 0, b = oo dans la tamille de semi-groupes donnés par, a et b étant

fixés, a < b:
Vi>0
Qg (x) = g (x) pour x ¢ [a,b]
r—a b—a .
= g(b)b_a—l—g(a)b_asmon

Il est facile de rajouter une dépendance en temps.
On remarque sur ces exemples que les fonctions images du semi-groupe n’ont pas de

convexité sur a, b] et sont entierement déterminées par la restriction de @) a

Vect {( -y, y—-)" . y€la, b[c}

On va voir qu’il en est de méme dans le cas général.

Soit y tel que Cg (y,y) > 0. On peut en fait expliciter la fonction Cg (Ly):
Lemme 10 Soit I (y) = |zt (V) , Zsup (y)[ - Alors [ (y) est de Q_potentiel nul et

(z = 2r (y))
(Zsup (¥) — Zinf (¥

(¥ — 2t (y) .
M (z = Zoup (1))

(Zsup (¥) — Zinf (¥

Co(zy) = L(zel(y))(z—y) +1(xelly)

(Zoup (¥) — )
(Zsup (¥) — zinf ()

)) (ZSHP (y) - y)

_|_

(2 — zme ()" +

. 00
ot — =0 ¢t —=1.
00 00
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> La fonction C (.,y) — (. — y)* est continue, strictement positive sur I (y) par

définition de zins (y) et zeup (y) et nulle sur 7 (y)°. Mais
VE20 Qu|CS(Ly) —(—y)t] =0

d’ou la premiere assertion.

La fonction a (.) du membre de droite est convexe, égale a Cg (.,y) sur I (y)° et a la
corde de la fonction convexe C¢ (., y) sur I (y), dout C3 (.,y) < a(.).

a(.)—(.—y)" est asupport dans I (y) et V¢t > 0 Qua(.) = Q; (. —y)" . Par convexité
Qe — )" = Qua() > a () doi €3 (y) = limugo Qe (- — )" > al.).

<

Corollaire 11 La fonction (x,y) — C§ (x,y) est enticrement déterminée par les points

(2int () Zeup (¥)), ¥ € R

Soit maintenant z € |zins (y), Zsup (¥)[ . En raisonnant comme dans le lemme avec la

fonction

[1 (rel(y))(c—)" +1(zel(y) (2 = it (v) 5 (zsup (4) — z)] —(r—2)"

(Zsup (¥) — Zinf (¥

on montre Zins (2) < Zinf (¥) €t zZeup (2) > Zowp (y) . Louvert |zine (2), zeup (2)[ est de

potentiel nul, et en regardant la fonction

e T a1 e 1) S )] - -

on arrive a

(x — zint (2))
G (2) — 2t (2] 0 (270

Coloy)=1(x e I(z))(x—y)" +1(z €1(2))

801t Zinf (2) = Zinf (¥) €t Zoup (2) = Zeup (y) . On a donc:
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Proposition 14 Vz € I (y),Vz € R}

9(x,2) = (zup () — ) ¢ — zg ()T (2 — 2t (¥)) . n
Cq (@,2) (Zoup (¥) — Zing () ( f ()" + Goun (5) — Zint (9)) ( sup (¥))

En particulier
0.y — Gawly)=2) (=~ 2 (y))
) = T ) A )

Par continuité Cg (Zinf (V) , 2t (y)) = ng (Zeup (¥) , Zeup (y)) = 0.

Par action du semi-groupe et parité call-put:
Corollaire 12 Vz € I (y), Vo € R}

o Gmmm)
CQ (l‘, Zinf (y) 7t) + (Zsup( ) i (y)) CQ ( » “sup (y) 7t)

(2 = Zint (y§

)
(Zsup () = zint (y))

_ (%sup (¥) — 2)
Co(x,z;t) = (Zeup (¥) — Zinf ()y))

(Zsup () — =

Po (2, z;1) = (Zoup () — Zint ()

Po (2, zinr (y) 51) + Po (2, 2up (¥) 5 1)

Servons-nous maintenant de la dualité call-put. On remarque qu’on a évidemment
o (z,2) = PC%(Z,J}), Co(z,2) =Py (z,2)+x—zet C(z,2) = Py (z,2) = C%(Z,Z) =
Pc% (2,2).

Les intervalles I (y) sont les mémes pour () et Q et par le corollaire 11 Co (z,z) =
C% (z,2). On en tire la relation C9 (z,z) — O3 (z,2) = = — z. On vérifie qu’elle est

cohérente avec la proposition 14.

Proposition 15 Q est fortement continu < Q est fortement continu

De plus ¥ (z,z) € R Cf (x,2) = C% (z,2) et par suite Cg (x,2) — CQ (z,2) =z — .

Soit maintenant (x,z) € I (y)* et t > 0. L’application du corollaire 12 & Q donne:

e =) o )
QA= ) @ B WO Gy o e )30
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Par dualité call-put

Po(z,zt) = Cg(z ;1)

— (ZSHP (y) B l’) O~ (Z St (y)'t)

(Zsup (¥) — Zinf ()
Ca (2, zsup (¥) 51)

(:1? — Zinf (?J

(Zsup (¥) — zinf ()

Mais
Co(z,zme (y)it) = Po(zme(y), 2:1)
B (zsijs(u;)(z) Z;j()y)) P (zint () 5 2ine (y) 51)

(Zsjj(;)sz;if)zy)) Py (2inf (y) , Zeup (y) 3 1)

et
Co (2, 2up () 51) = Po(2zeup (), 231)
(Zeup () — 2)

_ Py (Zsup (¥) , zine (y) 5 1)

(Zsup (¥) — zinf ()
_I_

(2 — 2inr (¥))

(Zsup (¥) — zinf (¥

e (Zsup () Zsup () ;1)

d’ou
Proposition 16 V (z,2) € I (y)*, Vt >0

Po(e.zt) = (ZS“EZ(‘”) o )_(ZS“P((;’))) Ly G 0 2 )
Zsup(y)_x)(z i (y))

R YR A
T — Zinf \Y Zsup (Y . i |
(Zeup (¥) — Zint (¥))? Pq (Zsup (¥) » zint (y) 3 1)

(& = 2int () (= = Zn () . |
(Zeup (y) — (y))2 P (zeup () 5 2sup (¥) 31)

Po (#inf (¥) 5 2sup (y) 51)

_|_

et idem pour les calls.

En conclusion on peut énoncer:
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Proposition 17

QoF = Vect {( — 2t (Y)) T = 2 ()T, GGinr (1) — ) (zap (y) — ) Ly € Ri}

Les fonctions de Uimage de G par Q sont affines sur les intervalles I(y), y € Ry et
Q) est fortement continu sur ['espace de Banach QOFG constitué des fonctions de G qui

sont affines sur les I(y),y € R

Le semi-groupe ne peut donc pas "inventer” la convexité, et il est continu aux points
ou il en présente. Le défaut de continuité s’explique completement par le fait qu’on a
posé le probleme de la propagation de la convexité en tous les points de R} alors qu’il

fallait le poser sur (U yeRi](y))c.
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Chapter 4

GENERATEUR INFINITESIMAL

La vraie question est de caractériser la conservation de la convexité en termes du générateur

infinitésimal du semi-groupe, d’acces souvent plus aisé que les opérateurs du semi-groupe.
L’existence du semi-groupe call-put dual suggere de traduire sur A le fait que A est

un générateur infinitésimal. Heuristiquement, on a envie d’écrire, pour des fonctions f

adéquates, dans le cas a densités

Q@) = Site 1w
e P ey
)

= oo — e g, P
5 1)dy

= [oso(z—2)dz [, f"(y)q(y,
= L, "Wy L5, a(y,z0) (= — @) dz
Mais
f@) = [, "Wy f.s, 0y (2) (2 —x) d>
= S, "Wy [.5, q(y,20) (2 —x)dz

d’ou




g()=(—-a)"

En faisant comme si ¢ appartenait au domaine de A :

Af (o) = [ £ [Ag) (v) dy

soit
Af(z) = [IA ") (y)g(y)dy
= [[A " (y)(y —x)tdy

"

Af (2)]" = [Af"] (2) (4.1)

ou A* est 'adjoint de A.
Il s’agit donc, en gros, de caractériser les générateurs infinitésimaux A tels que

Iopérateur €' défini par

fe (o [ W)y - o) dy)

sur un domaine adéquat, soit encore un générateur infinitésimal.
Dans un contexte d’espace de Banach, C' doit typiquement satisfaire un principe du
maximum et une condition de densité de I'image de D (C') par C'— Ald pour A grand.
Resterait encore a montrer, bien entendu, que le semi-groupe associé a ' est le semi-
groupe call-put dual de Q).

On commence par rappeler quelques résultats sur le semi-groupe adjoint.

4.1 Rappels.

On note w* la topologie * faible sur le dual d’un espace de Banach.

On se donne pour l'instant un semi-groupe () de contractions fortement continu sur
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G.

On rappelle que son adjoint )* est un semi-groupe de contractions sur G’, qui n’est
pas nécessairement fortement continu. Néanmoins, on sait beaucoup de choses sur le
semi-groupe adjoint: soit GG le sous-espace de (i’ sur lequel * est fortement continu.
On a (Ceci est valable dans n’importe quel espace de Banach, méme si on ne ’énonce

que pour G ici) :

Proposition 18 [VN]G® est un sous-espace fermé de G', invariant par Q*, et w*—dense

dans (.

La restriction Q® de Q* a G® est un semi-groupe de contractions fortement continu.
Soient A et A® les générateurs forts de @ et Q©, A* 'adjoint de A, B le générateur

w* de *. On a alors les résultats suivants:

Proposition 19 [VN] B = A% D(A®) ={g € D(A*) |A*g € G} et A®g = A*g sur
D (A®).

Notons qu’en conséquence D (A®) est w*—dense dans G, et qu'on a G = D (A*).

Rappelons maintenant la caractérisation des générateurs infinitésimaux des semi-
groupes de contractions qui sont de plus positifs sur un espace de fonctions continues

sur un compact C' (K) :

Proposition 20 [NR] Soit C un opérateur linéaire a domaine dense de C (K') qui vérifie:
(2) (principe du mazimum) ¥f € D (C), Yz mazimum de f, (Cf)(z) < 0.
Alors C est fermable. Si de plus
(ti) 3 X € R tel que (C—AXI) D (C) est dense dans C (K)
alors C est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction positif sur
C(K).
Réciproquement, si C est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de contraction

positif sur C (K), alors (1) est vérifié¢ et 3N € R tel que (C — M) D (C)=C(K).
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On remarque que (i est isométrique a I'espace C ([0, co]) muni de la norme uniforme
via
C([0,¢]) — ¢
f—=0+1d)f
On en déduit que les prégénérateurs des semi-groupes de contractions qui sont de plus
positifs sur (& sont les opérateurs linéaires C' & domaine dense qui vérifient (i¢) (avec GG

remplacant C' (K)) et le principe suivant du maximum:

S GG e

(1) Vg € D(C),¥z € [0, 0] maximumdel_l_]d, T s =

4.2 Construction de A a partir de A.

() est maintenant un semi-groupe positif fortement continu sur G, markovien et martin-
galien (donc de contractions, comme on ’a déja dit).
On lui associe comme ci-dessus les opérateurs A, A*, A®, B. Pour plus de clarté on

distingue A*et B. D’apres ce qui précede:
X € R tel que (A" = A)D (A@) — (A® _ )J) D (A@) yer
et en particulier

A€ R tel que (A*=AI)D (AG) est w* — dense dans G’ (4.3)

sachant qu’aussi

D (AQ) est w* — dense dans G/

On rappelle qu’on identifie G’ & E x R? et qu’on note {{ }) la dualité entre G’ et G.

On a alors:
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Voe G, I (bo,bm,bo) € R X E X R tel que
Vgel {(b,9)) = (bus 9) + bogo + beogec

ou ( ) désigne la dualité mesure-fonction usuelle.

Definition 2 On note T : G' — G Uapplication qui ¢ b associe
b — (y [ b (dz) (= - y)+)
et T: G — G Uapplication
Th = (y o [ b (dz) (- Z)+)
On remarque (T5) = (b, Id) , (Th) =0, (Tb)y =0, (Tb),, = (b, 1).
Soit b€ D (B). On a & cause des hypotheses de Markov et de martingale:
((Bb,1 )) = ((Bb,Id )) =0
et compte tenu de (z — )" — (( —2)F =2 —.

(e ) = ({0 )

On remarque que x +— <<Bb, (z—.)* >> est C°. De plus:

(Bb,(x — )" )) = ((Bb),,,(x— )" )+ (Bb),x

et par convergence dominée:

<<Bb, (z— )" >> — 0 quand x — 0 T
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Bb, (x — )"
(=)

X

1)+ (Bb), = ((Bb1 )) =0 quand z — o0

Définissons maintenant un opérateur (' : TD (B)+ R+ R Id C G — G par:

C(Tb+a+81d) = ((Bb,(x— )" ))
C' est bien défini, d’évidence linéaire, et s’annule sur les fonctions affines. On a aussi:

Lemme 13 C est de domaine dense, ie TD (B)+ R+ R Id est dense dans (.

> En effet, soit u € G’ tel que

((u. TD(B)+R+R Id)) = 0

soit

Vbe D (B), (o, ) € R?
((u. To+a+pId)) = 0

(tm, T) +uo (T0) + ((u, a4 B1d)) = 0

(tm, Tb) + g (Tb)o = 0
et
((u, o+ BId)) = 0
Soit encore
(b, Tu) + ug (b, Id) = 0
et

(U, 1) + 1o = (U, [d) + oo =0 (4.4)
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D’ou
(b, Tu) — (U, 1) (b, Id) = 0

soit
((b, Tu)) — beo (U, 1) — (by, [d) (t, 1) = 0

soit

(b, Tu— (up, 1) Id)) = 0

et par densité w* de D (B) = D (A*) D D (AY) dans ¢
Tu = (up,1)Id
Mais ceci n’est possible que pour la fonction nulle, et donc

U, = 0

et par (4.4)

g =0 et u,, =0

D’ou le résultat, par le théoreme de Hahn-Banach. <

Voyons maintenant:

Lemme 14 Soit X tel qu'on ait (4.3). Alors (C — \I) (TD (A®)+ R+ R]d) est dense
dans (.

> Supposons l'existence de u € G’ tel que
Vbe D (A®), (o, 3) € R?

((u, (C=A1d) (To+a+B1d))) = 0
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((u. €Tb))y = M{(u, (To+a+p81d)))
((u, CTb)) = X({u,Th))

et
((u, a+p1Id)) = 0

On a alors d’apres ce qui précede

((u.Tb)) = ((b,Tu~ (up,1) Id))

((u, CTb))
= (un, CTh )
= (up (d2), ((Bb,(x = )" )) )
(t (d) , ((Bb,(z =) )) )
= (un (d) , {(Bb.(.—2)* )) )
= (B, (un (dz) (.= 2)") )

Compte tenu encore de

on obtient

((u, CTb)) = ((BbTu— (uy,1)1d))

et finalement

((u, CTb)) = X({u,Th))
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se réécrit
(Bb,Tu — (uy, 1) Id)) = X{(b,Tu— (un,1)Id))

soit

((B=XId)b,Tu — (uy,1)Id)) = 0
et I'on conclut comme plus haut, en utilisant cette fois la densité w* de (B — A [d) D (A®) =
(A* = A 1d) D (A®) <
La derniere étape est:

Lemme 15 Si Q) vérifie (Conv), C vérifie le principe du mazimum (4.2).

> On a
C(Tb) (x) = ((Bb,(z )" ))
~ ({0 )
= limyo (@ t_]d) b, (. — :1;)+ >
= limgo ( ( b, (Qr ; 1d) (.— :1;)+ >>
Notons .
a (y) _ (Qt ; ]d) ( o l‘)+ [y] _ Cq (yvx;t)t_ (y — l‘)

—=22 — 0 quand y — oo et af (y) — 0 quand y — 0F

(b))
b

D’ou
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Utilisons maintenant les expressions

Co(y,mit) = [Qadzt)(y—2)" +y |l = [Q(x,dz1)]

et
(y—a2)" = [é(d=)(y—2)"
D’ou
Ca (y, ;1) = (y — 2)"
= [Q(r,dzit)(y—2)" = [ 6. (d2) (y—2)* +y |1 = [ Q (w,dz;0)]
et
t b, ai (1))
= <bm, f [@ (x,dz;t) — 6, (dz)] (.— Z)+> + <bm, 1d [1 — f@(:z;,dz;t)] >
= [[Qxdzit) = 8. (d)] (b, (= 2)T) + [1 = [ Q (x,dz:1)] (b, 1d)
Mais
(bu, (. —2)") = Tb(z)
et donc

Q (. dz;t) — 6, (d2)] Th(2) + [1 = f Q (x,dzt)] (b, Id)
Q(,dz;t) Th(2) = Th(2) + [1 = [ Q (2, dz:t)] (b, 1d)

t
= J
J

Soit maintenant «, J réels fixés et z tel que

Vz €0, 0] B B

Th(z)+ a+ Bz < Th(x)+ o+ Bx
142 - 1+
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En particulier on a pour z =0

Th(x)+ o+ Bx

_ 1+
Th(x)+ o+ Bx (4.5)

1+

(:
=
3
~
QL
_'_
o
IA

et pour 2z = o0

Th(x)+ o+ Bx

I (4.6)
- Th(x)+ o+ Bx

- 1+

~—
)
=
3
_|_
ey
IN

Réécrivons maintenant

t {bm, aj (.))
= f@(:z;,dz;t) (1+2) (

fb(z)—l—oz—l—ﬂz_fb(x)—l—oz—l—ﬂx
1+z 1+

Tb(:z;)—l—oz—l—ﬂ:z; ~ ‘
O ety (149

— [ Q (z,dz;t) (a+ Bz) — Th(x) +
+ [1=fQ(x.dzit)] (b, Id)

On sait que

<0

Tb(z)—l—oz—l—ﬂz Tb(:z;)—l—oz—l—ﬂ:z;
1+z 1+

/@(x,dz;t) (1—|—z)( —

Montrons que le terme qui reste est aussi négatif:

Tb(:z;)—l—oz—l—ﬂ:z; ~ ‘
OB [ Q ezt (142)

— [ Q (z,dz;t) (a+ Bz) — Th(x) +

+ (1= Q(z.dzit)] (b, Id) <0
& Tb(:li)l—:_z—l—ﬂx [f@(:z;,dz;t) (1—|—2)—(1—|—:1i)]—|—(0z—|-ﬂ:1;)
—JQw,dzt) (a+ B2) + [L= [ Q. dzit)] (b, [d) <0
o [Tb(x)lio‘;ﬁw . 1d>+a)] /O (a,dzi1) 1]
Tb(:z;)—l—oz—l—ﬂ:z;
—I_[ l1+=z B

o 1@z =] <0
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Ce qui est vrai compte tenu de (4.5)et (4.6) et de

[Q (e, dz1) <1
f@(:z;,dz;t) z<x

par conséquent

IA
o

d’ou le résultat. <

Proposition 21 Soit ) markovien, martingalien, positif et fortement continu sur G qui

vérifie (Conv) et A* le dual du générateur infinitésimal de Q). L opérateur

C: TD(A)+R+RIICG—G
Th+a+ Bld— (z— (A%, (x — )" )))

est un prégénérateur de semi-groupe de contractions positif sur G.

4.3 Théoréme de caractérisation.
La proposition suivante montre que le semi-groupe associé a (' est bien @

Proposition 22 Soit () markovien, martingalien, positif et fortement continu sur G et

A* le dual du générateur infinitésimal de (). Supposons que Uopérateur

C: TD(A)+R+RIICG—G
Th+a+Bld— (x— (A%, (x — )" )))
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soit un prégénerateur de semi-groupe de contractions positif sur G. Alors @) vérifie

(Conv) et le semi-groupe associé a C est Q.

> Soit R le semi-groupe associé a C. Posons:
Py (z,231) = Ry (v — )" (2)
Soit b€ D (A*) , z € R fixé, et
o (1) = ((b,Co (2:1) )y = ({bes Qs (- = 2)" (2) ))

(le x est la pour clarifier la situation).

Alors
¢ (1) = ((A,Cq (., 731) )
Soit
b(t) = (b, Pr(z 1))
= ((bo Be(z = )" (2)))
= R, [Tb+ bl (2)
Alors

W) = R [({(A),, (= )"))] (2)
= ({(A%b, Pr(z,.31)))

Posons maintenant

h(t) :CQ(WZ;t)_PR(Zv';t)

(fonctions & valeurs dans le Banach ().

Evidemment & (0) = 0 et 1'on a

Vhe DAY (b h (1)) = (A" h (1))
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Regardons la fonction:

€10,t] = Qi—sh(s)

Elle est nulle en 0 et

%W), Qi—sh (s))) = = (A7, Qush (5))) + (A7, Qi—sh (5))) = 0

d’ou
et
On a donc

et ’on aurait pu montrer aussi
PQ ('7Z;t) = CR (Zv';t)
Dot R=Q <

On déduit de cette proposition et de la partie précédente:

Theoreme 16 Soit () markovien, martingalien, positif et fortement continu sur G et
A* le dual du générateur infinitésimal de ). ) propage la convexité si et seulement si

lopérateur

C: TD(A)+R+RIICG—G
Th+a+Bld— (x— (A%, (x — )" )))

vérifie le principe du mazimum (4.2) et alors C = A.
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4.4 Une décomposition type Lévy-Kintchine.

On suppose, dans tout ce paragraphe, que () est un semi-groupe markovien, martingalien,
positif et fortement continu sur G, de générateur A.

Notant dx la mesure de Lebesgue sur R et D = C2, (Rj_) , O suppose en outre
M =Apys [ py(de) = f(z)de, feD} CD(A)

On cherche a donner une forme de représentation de A (de A* en fait) caractérisant la

propagation de la convexité.

Theoreme 17 On considére les conditions suivantes:
(P1) Pour tout x > 0 il existe un réel o(x) > 0 et une fonction o” de R dans
Ry, convexe croissante sur |0, x[ avec limite nulle en 0, convexe décroissante sur |x, o0,

localement intégrable sur Y, tels qu’on ait
VfeD
(=) )= o @) f @)+ [ e () dy

(P2) A* est la fermeture x—faible de Ajy,.
Alors, si Q) vérifie (Conv) on a (P1). Si Q) vérifie (P1) et (P2) alors Q vérifie (Conv)
el A est la fermeture de Uopérateur C défini sur TM + R+ RId par

CF (2) = o (2) F" (2) + / F"(y) @ (y) dy

> On a pour z fixé

(nrc= 0t ) = timan( (1 DD (=t )

limtlo/f(y) Qi (- — ) [3;] —(y — ) dy

Mais si Q vérifie (Conv) Q, (. —2) [y = (y —2)" > 0 et f <<A*,uf, (—a)t >> est
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une distribution positive sur 7, ie une mesure de Radon positive qu’on note v,. De plus

yHQt('_x) [z]_(y_‘r) :atx(y)

est convexe sur ]z, c0[ et ]0,z[. af (.) converge au sens des distributions sur R vers v,,
ay” (.) vers la dérivée seconde distribution v2 de v,, ai"” (.) est une mesure de Radon
positive sur R\ {z}, 02 aussi et v, est une fonction convexe sur |0, z[ et ]z, 00[ qu’on
note a” (.). ay (.) est positive, décroissante sur |x, oo[ et croissante sur |0, z[ et a” (.) aussi.
De af (07) = 0 on déduit aisément a” (0%) = 0. v, étant de Radon a” (.) est intégrable
au voisinage de x.

Enfin f— v, (f)— [ f(y)a” (y)dy est une distribution positive concentrée en {x} et
par suite de la forme o (2) 6, avec o () > 0.

Si @ vérifie (P1) et (P2) soit I'opérateur C' du théoreme. Montrons qu’il satisfait le

principe du maximum (4.2) .

Soit (a, ) € R*, f € Det I = Tﬂf + a + Bld. 1l faut vérifier ijl-(x)
x

< 0 pour

x € [0,00] tel que Vz € [0, ]

3
~~
8
~—
3
~~
I
~—

Y

(4.7)

—_
_|_
8
—_
_|_
I

Ona CF(x)= <<A*,upn, (—ax)t >> et I'on a vu

3 * ( - x)-l—
{2 <

hmx10<<A*ﬂF”7(-_$)+ >> = 0
CF
et ] _I_(:E) = 0 pour # = 0 ou # = oo . Pour z € R on va utiliser I"écriture:
x
Pour y > «

a*(y) = a”(0)+J," (z —y)a™ " (dz)
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Pour 0 <y <=z

a*(y) = a”(07) y+ fok (y — =) a”" (dz)

(ceci a cause de a” (01) = 0).

D’ou, la locale intégrabilité de a” permettant d’utiliser Fubini:

CF(x) = o(x)f(x)+ ][ (y)a"(y)dy
= o (2) P (2) + [y, [0 (0%) y + J% (y — 2)a® " (d=)] F" (y) dy
+ s (a7 (00) + 77 (2 —y) a® " (dz)| F" (y) dy
= 0 (@) F"(2) + [py\ gy " (d2) [F (2) = F (2) = (z = 2) F' ()
—a® (00) [ (2) — B+ a*' (0F) [F (0) = F (2) + 2" ()]

Mais bien str la condition (4.7) donne au voisinage de x

(). (F) =

soit
F(a)
F’ = T
(0) = 1) et P (@) <0
et en 2z = 0 " "
O L )
1+ 1+z
=
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On a donc F" (z) <0 et F'(x) — 3 >0 et aussi pour z > 0

1+2)—(1+z)—(z2—2x)
= F@) l 1+ ]
=0
Finalement
CF(z)<0

Enfin (P2) entraine que la fermeture C' de C est une extension de I'opérateur construit
dans le paragraphe précédent. Mais C satisfait aussi le principe du maximum, d’ou le

résultat via le théoreme 16. <

4.5 Cas des générateurs bornés.

On suppose que () est un semi-groupe markovien, martingalien, positif et fortement
continu sur &, de générateur A, qui vérifie (Conv).

Si I C D (A) on pose pour tout = € R}

G Qi —a) []-(—2)
a(:z;,.)—lhrgl .

D’apres ce qui précede a(x,.) est nulle en 0, convexe croissante sur [0,z], convexe
décroissante positive sur [z, oo[ et continue au point x (les fonctions de G sont continues).
Sideplus FCD (A) les fonctions a (., z), z € R} vérifient les mémes propriétés par
dualité call-put.
On suppose dorénavant A borné. Alors F' C D (A) = G.
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A* est aussi borné et par la construction du premier paragraphe D (A) SGOF
Soit f € D. Alors f(.) = [(.—y)" f"(y)dy, f est limite dans G des fonctions

=yt (%) 1 (y € [%, %D dy pour supp(f) C [0,T] et par continuité de A on

a Af(x)= [a(y,x) ["(y)dy = (f(.),a"(.,x)) au sens des distributions de R .
D’ou

[0

Af (2) :< (1+ .)a"(.,:z;)>

(1+.)
et
IAS]] < FAI[ (LA
fC) (4.)ad"(,2) f(z)
* < *
A SuprR_I_ <(1_|_)7 (1—|—$> — HAHSUPZGR_I_ (1—|—Z)
. /
Mais f € D & T4 7d € D et finalement
I1+.)d" (.2

€ D s (o0 L) < s by )

On en tire:

ePour tout z € R} :
(I+.)d" (., x)
(1+2)

est une mesure de Radon sur [2} ; mais

pt

/a+ (14 u)d" (du,z) =[(1 +u)d (u,z) —a (u,gc)]f1

et en faisant ¢ = x, b > x puis @ < z, b T x on obtient que a' (z¥,z) et o' (27, ) sont
finies.

On a aussi lim, e, f;: (1 +u)a” (du,x) < oo, et 'on sait déja a(z,2z) | a(oo,x) et
-a’ (z,2) | 0. On obtient donc Jlim,14 za’ (2, ). Cette limite est nécessairement nulle,
sinon a (z,x) serait en log (z) a I'infini.

eLe fait que la majoration est uniforme en = donne SUD,eRy a (x7, ) < oo, SUPeRy

-a' (z%,2) < oo.
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Réciproquement, soit une famille de fonctions a de R3* dans Rt qui vérifie:

(2) Pour tout « € R} a(x,.) et a(.,z) sont nulles en 0, convexes croissantes sur [0, z],
convexes décroissantes positives sur [z, oo[ et continues au point x.

(41) SUD,eR; a (x7, ) < oo, SUP ert -a' (zF,2) < o0

(¢272) Pour tout x € R lim,j za’ (z,2) = 0.
A cause de (7) et (¢¢) pour tout x € R} a” (., x) est une mesure. Soit I'opérateur A défini

sur D4+ R+ RId par

/f a’ (dy,x) + fod' (O+,:1;) + fooa (00, x)

Alors Af (z) = [a(y,x) f" (y)dy et 'on vérifie Af € G, Afo = Afwo =0 et aussi
AR+ RId)=0.

De plus
a7 )= (o) (L D) o (00.0) 4 (o)
et
Af ()
(1+($)) (1+.)a"(,2) (0%, ) (00, )
f 1+.0d (2 a (0%, 2 a (oo, x

= Ny 1) AT 0+ .

< a _I_fx() )_f(ﬁ 0+ u) (1+u)a”(du,x/)(;—+f;f)( )((1—|-1)L) ”(du,:z;)]
+‘(1+%) [a/(x_,x)—a/(x+7:1;)]—I—m|f0|—|— n 7:1;) | foo|

< [/l Jor (1 w)a(du,a) ¥ ok (1 + u)a” (du, 7) +a' (27, 2) —a' (2%, 2)

(1+2)

a' (01, x) a(oo,:z;)]
(vn (0t
= 2|/l (27, %) — o’ (27, 7))

Ou l'on a utilisé (¢i2). A cause de (i2) A s’étend a G tout entier.
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Il reste a remarquer que A vérifie le principe du maximum a cause de I’hypothese (¢),
comme on ’a vu plus haut. Sa fermeture aussi, et 'opérateur A est donc un générateur
infinitésimal borné de semi-groupe positif, markovien et martingalien de G propageant
la convexité.

On a donc montré:

Proposition 23 Une famille de fonctions a de R dans RT définit un générateur in-
finitésimal borné d’un semi-groupe positif, markovien et martingalien de G' propageant la

convexité par

Al =) [yl = a(zy)

st et seulement si les propriétés (1) (i) (ii) sont vérifiées.

Remarque 18 Les propriétés (i) et (ii1) ne sont pas symétriques en A et A et lon a

de plus G =D (A) st et seulement st

(41) SUD,eR; a, (z,27) < oo, SUPers -ay (z,2%) < oo

(222) Pour tout v € Ry lim.jo za), (2, 2) = 0.
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Chapter 5

EXEMPLES ET APPLICATIONS

5.1 Cas des semi-groupes de convolution.

Supposons que () soit associé a un processus de Markov S strictement positif tel que
Vs <t Sp=5SM,

ou M, est intégrable et indépendant de 5.
Il est évident que la convexité se propage, et il s’agit d’expliciter le semi-groupe call-

put dual. L’hypothese martingale se traduit par
\V/S,t E [Msﬂg] =1

Soit m (dz; s,1) la loi de M, sur R

Pour f mesurable positive

E[f(S) | S =a]= E[f(aM,,)]
= [m(da;s,t) f(za)
= [(m*xm)(dy;s,t) [(y)
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ou (7, * m) est la loi image de m par y — ay . La loi conditionnelle S; sachant S est

q(x,dy;s,t) = (1, * m) (dy; s,t). En particulier

Col(z,2;8,1) = [, q(x,dy;s,t)(y—z)dy
= Jyso (7o m) (dy; s,1) (y — =) dy

Y
Posons v = =
x

Co (x,2;8,1) = / m (du; s,t) (xu — z)
u

8N

Et

04Cq (x,z; 8,1)
Ox

= [uszm(du;s,t)u

z
= Jocu - (p- *+m)(dv;s,t)

ou (p, *m) est la loi image de m par u +— — et par suite
u

0*Coq (dx, z; 8,1 z
Q(a:ﬂ ) = ;(pz*m) (dx;s,t)

Par hypothese (H0) est vérifiée et d’apres la proposition 7 on a (Bords). Quid de
(Bords Dual) ?

04Cq (x,z;,1)
Ox

= fuszm(du;s,t)(zu—2) = [,5=m(du;s, t)u

Co(x,z;8,1)—x

= — [iszm(du;s, )z
= —z[,>zm(du;s,t)

et [,vzm(du;s,t) — 1 quand @ — oo, (Bords Dual) est vérifiée.

Proposition 24 Supposons que () soil associé a un processus de Markov strictement
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positif S tel que:
Vs <tSy=S:Ms; avee My, intégrable, indépendant de Sy et E[M,] = 1.
Soit m (dz;s,t) la loi de Mg,y sur R*T.
Alors ¢ (x,dy; s,t) = (1 xm) (dy; s,1) et ¢(z,dx;s,1) = 2 (p. *+m)(dx;s,t) ou (7, x m)

. . Z
et (p, *+m) sont les lois images de m par y — xy et y — — .

A cause de [m (dz;s,t) = [zm(dz;s,t) = 1 on note

. dx dx . :
Corollaire 19 Les mesures — et — sont invariantes par ().
x x

Exemple 20 (Modéle de Black-Scholes).

Dans le cas de la diffusion exponentielle
dSt = ClStdBt

on a

S, = S, exp (a (B, — B,) _“;(t _3))

et Uon peut calculer explicitement m, (), Co, ...

Dans la suite, on notera

BS, (z,y;1)

la fonction call correspondante.

Par la proposition 24 elle vérifie (Bords) et (Bords Dual) et par les propositions 2/
el 9 elle est C* en x et en y.

On a en fait @ = (). On peut bien sur le vérifier par un calcul direct. On peut aussi

remarquer

E[(S:—y)* | 8. = 1]

S, S, \*
= E —_— s — —— s —
S, (S Sty) S x]

= kK :eXp (aBt_S — T (= 3)) (:1; — exp (—aBt_S + % (t— 3)) y) +]
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Par le théoréme de Girsanov, sous la probabilité P = exp (aBt_S — % (t — 3)) P (ou P
est la loi de S) B=B. - (B,aB). = B.—a [ydu est un MVB, —aB;_; + %(t—s) =
~a(Bi—g —a(t—s))— 2 (t—s) = —aB_,— % (L —s) d'ou

El(st —y)" | S = :1;]
= EF [(1’ — yexp (_aét—s — (- 5)))+]

_— [(x —yexp (aBioy — % (1 - 5)))+]
= El@—S)t |5 =y

5.2 Un exemple a temps discret.

Soient 2 fonctions continues ay, a_ : R*T — R*T telles que:

(1) VYo ap(x) > a- (@) etag (2) + a- (z) =22 (5.1)
(¢0) AK_ >0, K < oo tels que Vo ay () < Kyxet a_(2) > K_x ‘

Soit 0 < A < % et Vopérateur T : C° — C°

fre(e=Tf(z)=1=2))f () + A[f(ag (@) + [ (a- (2))])

Il est évident que T est markovien, martingalien, et positif.
OnaTy(.—y)" () =2 —y dés que a_ (z) >y, ce qui ne pose pas de probleme grice
a (i1), et Th(. —y)" (2) = 0 dés que ay (z) <y . T\ vérifie (Bords), (Bords Dual) .
On pose
Quntpf (2) =TV [ ()

et

Co(z,y;n,m +p) = Qupnip (- —y)" (2)
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Une condition suffisante pour la propagation de la convexité est:
ay convexe

En effet il suffit de montrer que les calls sont convexes, a cause de la parité call-put. Mais

T(=y)"(x) = (=20 (r—y)" +AMay (@) —y)" + A(a- () —y)"
= 0 pour ary (v) <y
= Mag (2) —y) pour x <y < oy (@)
= (1=2))(z—y)+ Aag(z)—y) pour a_(z) <y <z

= x —y pour a_ (x) >y

est convexe sur chacun des intervalles, et de pente croissante (& cause de (1 —2X)x +

Aay (x) = & — da- () < @ pour 'avant-dernier intervalle).

Cette condition est-elle nécessaire?

Soit = tel que & < ay (x) et y tel que © < y < a4 (x). Par continuité de ay il y a
un intervalle V, contenant z tel que V, < y < ay (V,) et pour z € V, T'(. —y)* (2) =
A(a4 (2) — y); une premiere condition nécessaire est que a4 soit convexe croissante sur
un voisinage de chaque point @ qui vérifie v < ay ().

Soit zmin () = sup{z < x/ a4 (z) = z} si cet ensemble est non vide et 0 sinon (on
notera a4 (0) = 0 la limite de oy en 0), zmay (x) = inf{z > 2/ a4 (2) = 2} si cet ensem-

ble est non vide et 0o sinon. Alors oy est convexe croissante sur |zmin (), Zmax (2)[. On a
0 (2) — a3 (&) . O (oman) — 1 (2)

nécessairement zyay () = 00 : en effet par convexité

zZ—x - Zmax — T
pour z € |zmin(2),2[, en particulier A+ (Zmin) — 0+ () < At (Zmax) = a4 (2) mais
Zmin — & Zmax — &

a4 (Zmin)
= Zmin €6 POUT Zmay (2) < 00 0N & Ay (Zmax) = Zmax, 40U a4 () (Zmin — Zmax) = € (Zmin — Zmax)
qui contredit zmin < Zmax €t ay (v) > .

On a donc pour z < zmin (2) et ag (2) > 2 Zmax (2) = 00 et par suite ay () = z pour
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Z < Zmin (2) .

Finalement o est nécessairement convexe.

Proposition 25 Soient 2 fonctions ay, a_ continues qui vérifient (5.1), 0 < XA < % et

T/\i CO—>C
[ (o= Taf(2) = (1=2X0) f(2) + Af (ay (2)) + [ (e (2))])

T\ propage la convezité si et seulement si ay est convere.

Calculons la densité du semi-groupe call-put dual. a4 et a_ sont nécessairement
strictement croissantes, et oz_T_l et a~! sont bien définies; o/_l_ et o désignent des dérivées

a droites.

~

O (y, dz;nyn + 1)

= (1 —=2X)¢, (dz)
—I—)\o/_l_ (oz_T_l (y)) (5%:1(1/) (dx) + Al (:L' > oz_T_l (y)) o/_l’_ (dx)
+Aa’ (oz:l (y)) dy-1(y (do) + AL (:1; > aZ! (y)) o (dr)

(5.2)

Ou l'on a en fait

o/_ll_ (dx) +a” (dx) =0

Vérifions par exemple

[Qdsnn 1=
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On a ~
[Q(y,desn,n+1)
= (1—2)) + Ao, ( y )) + A Lsagiw X (d2)
+Xal (aZ (y)) + A fosamiqy a7 (d)
— (1-2)) + A, (oz;1 () + Ao’ (a7 ()
+A [, y>r>ail(y) @ T (dz)
- (1_2)\ )+ Aoy (a7 )—I—)\oz (a7t )

+A [oz+ ( ) ( )]
= (1-2)0)+ ) [a_ (0= () + a4 (o= )]

et ’on conclut via a +a =2.

5.3 Le cas des diffusions.

Pour simplifier les notations, on se restreint aux cas homogene en temps.
Soit 17 e.d.s.
dSt =0 (St) StdBt (53)

On suppose dans toute la suite

e (10)

do,f 0<a<o(.)< <o

et o (.) mesurable.

5.3.1 Rappels.

Dans l'optique de donner des résultats aussi généraux que possibles, on prend comme
point de départ la formulation solution au probleme de martingales de [SV].

Le premier travail consiste a se ramener a une e.d.s. de type

dX, = 7 (X)) dB, + 7 (X,) dt (5.4)
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avec o et i convenables, qui est l'objet étudié usuellement dans la littérature.

Soit X; =In(S5;). Par la formule d’Ito

dS, 1
dX; = =+ 2 (_S_3d<5>f)
1
= O'(St) dBt + 5 —§0'2 (St) Stzdt)
t

et
dSt =0 (St) StdBt, St = exXp (Xt)

f=
dX; =ocoexp(Xy)dB; — % [0 0 exp (Xt)]2 dt, X;=1In(S;)

Sous ([0) o o exp est mesurable, uniformément elliptique, bornée, %[a o eXp]2 est

mesurable bornée. On rappelle le résultat:

Lemme 21 [SV][KAR] Soit une E.D.S. du type (5.4) avec @ mesurable, uniformément
elliptique, bornée et @ mesurable bornée. Alors il y a existence et unicité en loi.
St lon note Q) la loi de la solution issue de x a l'instant 0, ), est Uunique solution

au probleme martingale

Vo € CL(R) o (X))~ [ (o) (X,) du

NN

est une martingale, avec L = % [7 (2] Erche 7 (x) F
De plus
Vel

est mesurable.

Enfin X a la propriété de Markov forte par rapport a la filtration canonique sur
C(Ry,R).
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On en déduit par image par x — exp(x) que la loi de S est 'unique solution au
2

probleme de martingales sur R} associé¢ a l'opérateur %0‘ (:1;)2 :1;2@ , et que S a la
propriété de Markov forte par rapport a la filtration canonique sur ¢’ (R_|_, Rj_) On note
dorénavant P, la loi de S issue de x a I'instant 0.

Il est évident que S est une martingale locale continue, et une vraie martingale a
cause de la bornitude de o. Elle admet un temps local, en particulier. On note L! le

temps local a 'instant ¢ au niveau a.

D’autre part on a la représentation exponentielle

St = Spexp (/Ota (Ss)dBs — %/Ot o? (S,) ds) (5.5)

et donc

Vi(z,y) e R2,0<1

OIl €1 dédu ‘

Lemme 22 V (z,y) € R?, 0 <1
BS, (z,y;1) < Cq (w,y;t) < BSs (x,y;t)

> On travaille dans la filtration F' dans laquelle est définie la solution de ’e.d.s. Soit
le temps d’arrét T; défini par ¢ = fOTt 02(Sy)ds et 7 = T7'. On a o1y <t < BTy,

a’t <7, < 3%t . On note Ft = Fr,. Le processus
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est un F'—mouvement brownien et

[(wex (B~ 4n) =)'
. [(cexp (B — n) o) | 7]

Mais a cause de (2.2) et de E, [exp (Eﬂ — %Tt) | Fa2t] = exp (Eazt — %ozzt)

- 1 + - 1 +
E, [(x exp (Bn — 57}) — y) | Fl2e| > (:1; exp (Ba2t — §oz2t) — y)

Ea2t (i) ozét et

Co(z,y;t) =E,
E,

1

~ +
Cq (z,y;t) > E, (x exp (oth — 50&) — y) ] = BS, (z,y:1)

De meme
BSs(z,y;t) =E, E, [(x exp (Eﬁzt - %ﬂQt) - y)+ | 171”
> E. B, |(vexp (Br = 47) =)
=E, (:1; exp (Eﬂ — %Tt) — y)+]
= Cq (2, y31)
4

Le lemme 22 et la propriété de domination du chapitre précédent donnent (Bords)

et (Bords Dual) .

Lemme 23 S5i T, désigne le temps d’alteinte par S du niveauw y on a

Y (x,y) € RY

P T, <ol > 0
limyjo Ty, = o0 Py-p.s
limy, 1o T, = oo P.-p.s.

> En effet poury >z ett >0 P, [T, <t]=0 = Cq (x,y;1) =0 = BS, (z,y;1) =0
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et poury <a P [T, <t]=0= Py(x,y;t)=0 = BS, (y,x;1)=0.

Les 2 autres propriétés découlent directement de la continuité P,-p.s des trajectoires
et de la durée de vie infinie du processus. <

On est exactement dans le cadre des processus de Markov linéaires continus
"indécomposables” de ([RY]ch 7 §3), dont on garde les notations.

0 est point frontiere naturelle. S étant une martingale sa fonction d’échelle s est
Iidentité. La caractérisation du générateur infinitésimal étendu ([RY] théoreme 3.12 )

donne pour f € Dy
fa) = f () = [ AL (y)ym (dy)

1

ou m est la mesure de vitesse de S. Mais a cause de la caractérisation martingale

0* 2dy
1 22 ; —
A= o (2)" 2?5 et par suite m (dy) = T

ox

On se convainc facilement que la transformation de Girsanov de I’exemple 20 ne donne
rien, car on n’a plus I'indépendance des acroissements. On va voir qu’on a cependant

encore @ = (). Ceci s’explique par la caractérisation infinitésimale de la dualité call-put:
d’ou
et

ad' @) = (L @)

Mais 1’'on doit avoir
o~ "
A*g" () = (Ag (2))

et A est un bon candidat pour A.
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On va montrer @ = () en utilisant la symétrie du semi-groupe par rapport a sa mesure
de vitesse, et le lien entre le générateur infinitésimal (1ié a la mesure de vitesse par la
formule de Feller) et le temps local de S. On verra ensuite une démonstration purement

infinitésimale.

5.3.2 Symétrie du semi-groupe.

De la formule ([RY] corollaire 3.8), pour € ]a, b[ et f borélienne positive:

B [ rsoa] = [ Guten rwmia

Gap(x,y) = (v _(;)—(Z)_ ) pour z <y
= y _(Z?)_(Z;)_ ?) pour z > vy

et de limyjo, T,y = limy o T}y = 0o P,-p.s on tire 'expression du noyau potentiel de S

UF (@) =B [ r(Sde] = [ ey ymdy

+

U est symétrique par rapport a m. On peut passer a la résolvante dés que le noyau
potentiel est borné ([RY] exercice 4.17), ce qui n’est pas le cas ici, mais I’hypothese de
noyau potentiel propre suffit ([DM]), et U est clairement propre. On passe alors au semi-
groupe par transformée de Laplace (inverse) dés que le processus est continu a droite ou

a gauche, et ici S est continu.

2dy

2 9 °

Lemme 24 Q) est symétrique par rapport a la mesure de vitesse m (dy) = W)
oY)y

5.3.3 Egalité de Q et )

Lemme 25 Les calls Cq (., y;t) sont continus.
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> D’apres la remarque 4 il suffit de montrer que les calls sont croissants et les puts
décroissants.

Soit 0 <z < z et y € R} fixés. On utilise une méthode de couplage: on travaille sur
I'espace de probabilité produit de (Q, F, (F}), Py) et (Q, F,(F,), P.)oi Q= C (Ry, RY)
et (F}) est la filtration canonique. On note: (w,,w.) un point de Q x Q, S¥ (w,) = w, (1),
St =w, (1), Ty (ws) (resp. T, (w,)) le temps d’atteinte de la courbe t +— ¢ (%), ou g est
une fonction continue, par S7 (w,) (resp. 5% (w,)), et (F&Q F) ; la filtration canonique
de 2 x Q.

Soit T%* (wy,w,) = inf{u>0/5% (w;) = 57 (w,)}. Alors T™* est un temps d’arrét
de la filtration (F'@ F') ; et 177 (we,w.) = Tsz(u,) (Wa) = Tsr(uy) (W2) Pe @ P, pes.

Cq(z,y3t) = E™ (S, —y)7]
— EPQP: [ qe ]
= EBQP [EPE®PZ (S5 =) [ (F@F) 1o2] Lgera)]
+EP @ T [(Sf —y)" 1(Twzt)]

Les égalités suivantes ayant lieu P, @ P, p.s., on a:

EP@P[(S7 =) | (F@F) 1o Lpercy = B [(S = )" | Frocieon] Lo
= Cq (S%sawz)’ yit = TS.Z(WZ)) Lz <ty
= Co(Sfe-yit —T%%) Liwscy
= O (Sfes,yst = T%7) Lguzcy)
= EP®P(S; =)t | (FQF) roe] 1oy

ou l'on a utilisé SF.. = S7... pour T%* < oc.
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D’ou

Cq (v,y:t) — Co (2, y3)

= B [(Si—y)t] - B [(S - y)7]

_ pP®P [EP$®PZ [(Sf )T (F®F) TW] 1(Tm,z<t)]
_I_EP$®PZ [(5’1’ . y)+ 1(T“>t)]
—EP® P [EPE®PZ [ ;=) (F@F) 1ee] Lgerar)]
_EPQP [( T“>t)]

— EhQF: [((S ) —(Sf —y) ) 1(Twzt)]

A cause de la continuité des trajectoires, de la croissance de (. — y)+ et de z < =z,
(S7 — )T < (S7 =) sur (T2 > 1), don Cg (z,y;t) < Co (2,y;t). Le méme raison-
nement donne la décroissance des puts. <

On déduit alors de la symétrie de ()

Lemme 26 V (z,y) € R, 0 <1
E: |L] = £, |Li]
> Soit ¢ et 3 2 fonctions continues a support compact de R} et ¢ > 0 fixe.

(@) (y) Bx L] dedy

= Je(@) B [f ¢ (y) Lidy| du

= [e(@) B [J§(5,) d(5),] de

= S (x) By [fsv (Ss) o (S.)° S2ds) da

= [ (a)dr f§ By [0 (S0) o (S.)? 5] ds

= [ [ @) B [0 (S,) 0 (S,)? 2] dads

= JoSo(xfa?e(a) B [ (S,) 0 (S,)° 57 #ds
= o e () Qe (e () 2]<x>%ds
= 5@ [e (e () (@)a (@) e (o) s
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et par le cheminement inverse

FI0 @y (1] dedy = (1@ [p()e (] () (@) e (2) o

On en tire I’égalité de F, [LZ] et I, [L!] presque strement par rapport a la mesure de

Lebesgue sur R*?. Maisa cause de la formule de Tanaka

LB (1) = Co (i) — (=)

, de la continuité des calls en y et du lemme précédent, (z,y) — E, [LZ] est continue et

I’égalité a lieu partout. <
Theoreme 27 EI@ et @ =qQ.

> Par la formule de Tanaka

V(z,y) € R2,t>0

B L] = B, [L]

& Co(a,yt)— (e —y)" = Cq
& Co(a,yt) = (e —y)" = Py
& Co(z,y5t) = Py

& Co(x,y5t) = Py

<
Corollaire 28 Si o est continue les calls Co (., y;t) sont C.

> On sait d’apres [SV] que sous I'hypothese o continue vérifiant (/0) () admet
une densité ¢ par rapport a la mesure de Lebesgue sur R;. A cause de Cq (z,y;1) =
[q(z,2;t) (2 —y)" dz ceci entraine que les calls sont C'' en y, donc en z a cause de
Q=0Q.<
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5.3.4 Approche infinitésimale.

On va donner une démonstration purement analytique de A=A

Soit A opérateur défini par
1 2 2. " *
D(A) = gEG/§U (x)x“g ECK(R_I_)

1
et Ag(x) = 502 (x)a?g” (x), ot g” désigne la dérivée seconde distribution.
Lemme 29 D (A) est dense dans G.

> Soit b € G’ tel que
Vg € D(A)

({b:9)) = [ bu (de) g (2) + bogio + bucg = 0 (5.6)

Pour ¢ = go + ¢goold, qui est dans D (A), (5.6) donne

bo = —/bm(d:z;)
b = —/:z;bm(dx)

et (5.6) se réécrit

Vg € D(A)

[ o) [ (2) = go = geca] = 0

Pour ¢ € D (A) la fonction « — [(z —y)" ¢”(y)dy est bien définie, a méme dérivée

seconde distribution que g—go—gooId. D’0l1 g (2)—go—goot = [ (z —y)" ¢" (y) dy+ex+f.
Mais ¢ (2) — go — goox est nulle en 0 et constante a droite du support de ¢”, ¢ étant affine

en dehors du support de ¢”. Par suite f =0, e = — [¢" (y) dy et

9(1’)—go—goox:/(x—y)+g”(y)dy—x/g”(y)dy
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Par Fubini b, vérifie

Vg € D(A)

/g”(y)dy [/bm (de) (x — )t _/xbm (dx)] 0

Soit
VfeCx (1Y)

D’ou
Vy € R}
/bm (da) (z — y)" = /:z;bm (de)

qui entraine b,, = 0 en dérivant 2 fois, d’ou by = b, = 0 et le résultat par le théoreme de

Hahn-Banach. <
Lemme 30 Soit A > 0. (A— A[d) D (A) est dense dans (.

> En raisonnant comme ci-dessus on est amené a montrer, pour b,, € F, que

Vg € D(A)

/bm (dx) [%0‘2 (z)2%g" (z) — A (g (2) — go — goo)| = 0 (5.7)

entraine b, = 0.
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Mais g (2) — go — g = [(x —y)" ¢" (y)dy —x [ ¢" (y) dy et

[ b () [ 507 (2) 2% (2) = Mo (&) = g0 — gect)

= [ (i) |50 (0) 20" () = A (I (e =) 9" )y — 2 [ " () )|
= fbm(dl‘)%UQ() 2g" (x) = AJ [ b (dz) (x = y) " g" (y) dy + A [ wby (dx) [ 9" (y) dy

1 2 2 M $—72)\ T z Z—l’+ 72)\ x|z z
= 5 o) b o) = e ) = ) e b )
D’ot comme ci-dessus

2) .22 -
b (da) — mdw/b (dz)(z —2)" + de/zbm (dz)=0
soit
by (dz) = [/b (dz) (z — x) /Zb (dz)]

Notons M (z) = - (Qx) " [fb (dz)(z — )t — [ 2b,, (dz)] et N(z) = #M(m)

Alors by, (dx) = M (x) dx et par suite [ |M (z)|dx < oo et [a|M (2)| dv < oco. De plus

/M (z —x) dz—/zM(z)dz

et N est absolument continue avec N’ (x) = — [ M (z)dz. D’ou lim;—., N'(2) =0 et
N ()M
lim, o+ N’ (z) = — [ M (2) dz. Mais (2:1;) _ 7 (:1;;)\ (z) est intégrable, et ceci entraine
x

hmwl(ﬁ N’ (l’) = 0.
La fonction N vérifie
N = 72)\ N

o?(x)a?
au sens des distributions.
Supposons qu’il existe xq tel que N (xg) > 0. Soit ¢ = sup{z < xg/ N (x) =0} et
b=inf{x>ax9/N(x) =0}, a = —oc0 et b = 0 siles ensembles correspondants sont
vides. Si a et b sont finis, N est convexe sur [a,b] avec N (xg) > 0, N (a) = N (b) =0

et c’est impossible. Si a est fini et b infini, N est convexe sur [a, o] avec N’ (a) > 0,
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d’ott limy—. N'(2) > 0 et c’est impossible. Si N (x) > 0 pour x < x¢ et si b fini, N est
convexe sur |0, 6] avec N’ (b) <0 d’ou lim, o+ N’ (x) < 0 et c’est aussi impossible.

N est nécessairement strictement positive et donc strictement convexe sur R}, mais
ceci contredit lim,_.., N'(x) = lim, o+ N’ (x) = 0.

Finalement N <0, de méme N > 0 et N, M et b, sont nuls. <

1
502 (y)y*¢” (y) étant continue on montre facilement que pour ¢ € D (A) et © € R’
1
tel que localement iq—(l—zl < f—(l—xi; on a ¢’ (x) <0, dou (Ag) (z) = 502 (x)a?g” (z) < 0.

A cause de (Ag), = (Ag)_, = 0 et du principe du maximum (4.2) ceci entraine que A est
un prégénérateur.

Soit C' l'opérateur de la partie générateur infinitésimal, y € D (A®) et F' = Tu+a+
bld. Alors

C(Tu+a+b1d) (@) = (A, (e = )" )) = [ (A7), (dy) (2 = o) + (A7) 2
et pour f mesurable bornée a support compact

/f(:z;)CF(:z;)d:z;

J £ (@) C(Tp+a+0bld) (2)de

@) [f (A ), (dy) (x = )T do + (A*p), 2]

= [(An), (dy) [ () (z—y)" do+ (A)y [ f(2) wda
= (A f()(x— )t de )

Pour f=g¢" ot g € D(A) on a vu

9(1’)—go—goox:/(x—y)+g”(y)dy—x/g”(y)dy
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Par suite g (y) = [ ¢" (z) (z — y)" de+ ay + § et A s’annulant sur les fonctions affines

/g" (z) CF (z)dx
=m0 )
= ({ALg" (@) (e =) de )
::L/ﬂm(dy)%azw)y@”@ﬁ

Dot / %Uz (z) 22¢" () 16’]’&

—o? (z) 2

2
Crx (Rj_) quand ¢ décrit D (A) ceci entraine

dr = /,um (dy) %0‘2 (y)y*g" (y) et %0‘2 (x)2?¢” (x) décrivant

CF(x)
L2 () a2

2

de = i, (dx) = F" (dz) puis

CF(x)= %0‘2 () 2* F" ()

Montrons maintenant C' C A (A désigne ici le prégénérateur et non sa fermeture).

Soit F' € D (C). A cause de F"(dx) = F" (x)dx € F et de (10) ona/‘icF(x) dx <
T

Q.

Soit une suite f, de fonctions de Ck (Rj_) telle que f, — C'F uniformément sur les
compacts de i et 0 < |f,,| < |CF|.Ona (CF),=(CF)_=0et f, - CF dans G. De
plus

dr — 0

/‘CF(x)—fn(l')

Il suffit de montrer que (F,C'F') est dans le graphe de A pour F' du type particulier
F(x)= /F" () (y — 2)" dy, les fonctions affines étant dans les noyaux de A et de C.

Soit F,, (x) = [ fozy()y;Q (y — )" dy. Alors

AF, = f, — CF dans G
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et

I (z) = F, ()
2(CF ) = £ 1) (= )"
- / o?(y)y? 1+z dy
et
/ 2(CF (y) — fu(y) (y — )"
o (y) y? I+a

o L 2CF@ - Ll y dy
o2 y? (14 )
< %/QICF(y)—fn(y)ldy

a y

d’ou F, — F dans G.

~

Ceci prouve ' C A. D’ont €' C A, et en revenant aux notations canoniques A = A.

5.4 Un exemple a générateur borné.

On reprend le second exemple, mais en temps continu.
Soient 2 fonctions oy, a— continues qui vérifient (5.1) et soit ¢ € G. Alors la fonction

Ag définie par Ag(z) = g(ay (2)) + g (a_ () — 2g (z) est continue, ay (x) et a_ ()
Ag(z) _ glaq(x))ay ()

tendent vers 0 en 0% et Ag (z) — 2g0—2g0 = 0 en 0. En oo = +
T ay () T
g o () Lol) oy le ) | glec )] gle)
a_ (x) T T ay () a_ (x) T

— oo €t ay (1) + a_ (x) = 2z.

A définit un opérateur de G tout entier dans GG, borné a cause de Ky et K_ et qui
s’annule sur les fonctions affines. A est donc le générateur infinitésimal du semi-groupe
Q. = e? qui est markovien et martingalien. De plus, il est évident que A vérifie le
principe du maximum (4.2) et () est donc positif.

D’apres la proposition 23 () propage la convexité si et seulement si les fonctions

aly,z) = A= y)" [a]
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vérifient les propriétés (¢) (i¢) et (¢i¢) du paragraphe ”générateurs bornés”.

Commengons par regarder la fonction y +— a(y,z). On a

aly,z) = 0 pour y > ay ()
= (a4 () —y) pour ay (z) 2y > a
= (o4 (2) —y)—2(z —y) pour x >y > a_ (x)
= 0 pour a— () = y

Elle satisfait donc les propriétés (i) et (¢i7), et aussi la propriété (i¢) avec
a’ (:1;_,:1;) = —d (:1;"',:1;) =1.

Reste a regarder la fonction © +— a (y, ). Elle doit étre positive, convexe croissante
sur [0,y] et convexe décroissante sur [y, oo[.

Mais A (. —y)" (2) = (a4 (¢) —y)" +(az (2) —y)" =2(x —y)T et A(.—y)" (2) =0
pour a_ (x) >y ou ay (z) < y.

A=y W) =ay(y) —y20et A(.—y)" (2) = (ay (z) —y)" sur ]0,y].

On retrouve la premiere condition nécessaire du cas discret: pour tout y > 0 x —
ay (z) doit étre convexe sur {z /a4 (z) >yet @ <y} . A cause de (5.1) ay est alors
nécessairement convexe comprise entre Id et 21d.

Inversement, si ary. est convexe, par (5.1) -a_ est convexe et ay et a_ sont strictement
croissantes. A cause de I’expression ci-dessus et de (a4 (2) —y)—2(x —y) =y —a_(2),
a(y,.) est convexe croissante sur [0,y] et convexe décroissante sur [y, oo].

Par suite la condition nécessaire et suffisante est la méme en termps discret et en

temps continu.
On aurait pu affirmer d’emblée que la condition oy convexe était suffisante a partir
du cas discret par un argument d’approximation: les opérateurs T}, vérifient clairement

(1) HTZ;H < Me** pour M > 1 et w > 0 uniformément en h assez petit.
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Tn — 1d

1) ————qg — Ag dans G quand h | 0 (ici u
h

h
On a facilement sous ces hypotheses (c¢f [PA]) T?g — Q:g dans G, en particulier

g = Ag en fait)

ponctuellement, et ();g est convexe dés que les T7 ¢ sont convexes.
On aurait pu imaginer, parcontre, qu'un défaut de propagation de la convexité par T's
disparaisse a l'infini, et que Q)¢ = lim,,jo T ¢ soit tout de méme convexe; ce phénomene

n’a pas lieu.

Y
K_
a,(y,2) =0. Onaaussia, (y,y7) = o} (y7) <2,-a, (y,y") =’ (y7) =2—0a) (y7) <2
et par suite A est borné. Explicitons A. On utilise ;1( — o)t [y] = A(. —y)" [z] pour

Remarquons enfin que pour a_ (z) > y on a A(. —y)" (z) = 0 et pour z >

obtenir

Ag(y) = =20 () + o (03 () 9 (05" ) + L (02 () ¢ (0= () + L5 o (de) g ()

Remarque 31 Le processus associ€é a () est un processus de Poisson généralisé avec
1 -
comme mesure de saut 5 [5a+($)_x (dy) + da_(r)-o (dy)] . L’expression de A suggére que

linterprétation probabiliste du semi-groupe call-put dual n’est pas évidente.
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