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Chapter 1

INTRODUCTION

La question de la propagation de la convexit�e apparâ�t naturellement en math�ematiques

�nanci�eres, plus pr�ecis�ement dans le domaine du pricing d'options.

On va tenter de l'expliquer sur un exemple. Le but est d'exposer aussi bri�evement

que possible l'origine du probl�eme �a un lecteur non familier avec les math�ematiques

�nanci�eres, et on ne pr�etend pas �a une introduction �a la th�eorie g�en�erale du pricing

d'options.

L'e.d.s.

8
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t
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t
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t

; t)S

t
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(1.1)

o�u � est born�ee, loin de z�ero, mod�elise typiquement la dynamique d'une action ("stock",

d'o�u le S). On dit que � est la "volatilit�e" de S.

Un "call (resp. put) sur S de maturit�e T et de strike K" est le droit d'acheter (resp.

vendre) l'action S au prix �x�e �a l'avance K �a la date T dans le futur. Calls et puts

sont les exemples canoniques d'options. Le probl�eme g�en�erique du pricing d'options est

d'�evaluer la valeur de ce droit aujourd'hui, disons �a la date 0.

A l'instant T, le call vaut clairement Max(S

T

� K; 0)=(S

T

�K)

+

. Le put vaut

(K � S

T

)

+

:

Soit une probabilit�e P

�

sous laquelle S soit une martingale ayant la propri�et�e de
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repr�esentation pr�evisible. Il existe alors un processus � adapt�e �a la �ltration naturelle

F de S tel que

(S

T

�K)

+

= E

P

�

h

(S

T

�K)

+

j F

T

i

= E

P

�

h

(S

T

�K)

+

j F

0

i

+

Z

T

0

�

t

dS

t

(1.2)

La remarque cruciale est que (pour simpli�er on suppose les taux d'int�erêts nuls)

R

T

0

�

t

dS

t

repr�esente un ux �nancier: consid�erons un intervenant qui ach�ete �

0

actions �a l'instant

0 (au cours S

0

); les revend �a l'instant h (au cours S

h

), en rach�ete �

h

�a l'instant h, les

revend �a l'instant 2h; etc...jusqu'�a l'instant (N � 1)h: Il a �nalement en tr�esorerie la

somme

N�1

X

k=0

�

kh

�

S

(k+1)h

� S

kh

�

En prenant h =

T

N

on a �a la limite N !1 l'int�egrale stochastique

R

T

0

�

t

dS

t

:

Si le même intervenant vend de plus le call �a l'instant 0 au prix E

P

�

h

(S

T

�K)

+

j F

0

i

;

il a exactement en tr�esorerie �a l'instant T la somme E

P

�

h

(S

T

�K)

+

j F

0

i

+

R

T

0

�

t

dS

t

qui vaut (S

T

�K)

+

d'apr�es (1:2). Mais c'est exactement l'argent que va lui r�eclamer

l'acheteur du call �a l'instant 0, et pour des raisons claires d'absence d'opportunit�e

d'arbitrage la quantit�e E

P

�

h

(S

T

�K)

+

j F

0

i

est le "juste prix" de l'option. On dit qu'il

y a "r�eplication parfaite".

Ce raisonnement (dans cet univers simpli��e id�eal) est valable en toute g�en�eralit�e.

Sous de bonnes hypoth�eses, il y a existence et unicit�e de P

�

: L' "op�erateur"

f 7! E

P

�

[f (S

T

) j F

0

]

est positif et martingalien (ie E

P

�

[S

T

j F

0

] = S

0

). Si l'on travaille avec des mod�eles o�u

S n'atteint pas 0 ou l'in�ni en un temps �ni, il op�ere sur des fonctions de R

�

+

:
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Dans notre mod�ele, P

�

est l'unique probabilit�e sous laquelle

dS

t

= � (S

t

; t)S

t

dB

�

t

o�u B

�

est un P

�

�mouvement brownien (B

�

et P

�

d�ependent de �; mais pas la loi de B

�

sous P

�

) :

S est un processus de Markov, et

E

P

�

[f (S

T

) j F

0

] = E

P

�

[f (S

T

) j S

0

]

Notre op�erateur est bien d�e�ni et transforme des fonctions de R

�

+

en fonctions de R

�

+

:

On a de plus un semi-groupe de tels op�erateurs.

Le cadre se clari�e donc un peu. Reste �a voir o�u intervient la propagation de la con-

vexit�e.

Si l'on note

C (x; t) = E

P

�

h

(S

T

�K)

+

j S

t

= x

i

on montre via la formule d'Ito

�

t

=

@C (S

t

; t)

@x

et

1

2

�

2

(x; t)x

2

@

2

C (x; t)

@x

2

+

@C (x; t)

@t

= 0

Posons-nous maintenant la question suivante: supposons que notre intervenant se trompe

(ce qui est bien entendu le cas g�en�eral) dans son anticipation de la volatilit�e � (S

t

; t) ;

c'est �a dire qu'il �evalue C et � sous l'hypoth�ese

dS

t

= � (S

t

; t)S

t

dB

t

+ � (S

t

; t)S

t

dt
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(comme on l'a vu l'anticipation de � n'a pas d'importance) alors que la r�ealit�e ob�eit �a

dS

t

= �

t

S

t

dB

t

+ �

t

S

t

dt

o�u � et � sont des processus adapt�es au pass�e de S.

Quelle est sa tr�esorerie �nale ("Pro�t&Loss" ou P&L) apr�es avoir pay�e (S

T

�K)

+

au d�etenteur du call ?

Avec des notations ad hoc

P&L = C

�

(S

0

; 0) +

Z

T

0

�

�

t

dS

�;�

t

� (S

�;�

T

�K)

+

Un peu de calcul d'Ito permet d'aboutir �a l'expression

P&L =

1

2

Z

T

0

@

2

C

�

(S

�;�

t

; t)

@x

2

(S

�;�

t

)

2

�

�

2

(S

�;�

t

; t)� �

2

t

�

dt

d'o�u l'on tire la r�egle pratique suivante: si

@

2

C

�

(:; :)

@x

2

� 0 (ce qui est vrai pour t = T au

moins) et �

2

t

� �

2

(S

�;�

t

; t) sur la trajectoire qui se r�ealise alors P&L � 0:

Il su�t donc d'anticiper correctement un majorant (resp. minorant) de la volatilit�e

r�eelle pour vendre (resp. acheter) un call sans risque (nonobstant tout le reste..), d�es que

la convexit�e se propage.

On voit donc l'int�erêt de la propagation de la convexit�e dans la mod�elisation (1:1) :

C'est en gros le seul mod�ele markovien �a r�eplication parfaite et �a trajectoires continues.

En fait la propagation de la convexit�e peut s'obtenir facilement, et il n'y a pas l�a de

v�eritable question.

On peut maintenant partir dans 2 directions:

La premi�ere direction consiste �a conserver l'hypoth�ese markovienne. P

�

d�esigne
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alors simplement une probabilit�e sous laquelle S est une martingale. Dans un cadre

markovien g�en�eral le lien avec les math�ematiques �nanci�eres est beaucoup moins clair:

E

P

�

[f (S

T

) j S

0

] n'a pas de raison d'être un "juste prix", et d'ailleurs P

�

a peu de chances

d'être unique...

Le probl�eme auquel on s'attaque est de ce point de vue "p�eriph�erique", et les math�ematiques

�nanci�eres apparaissent simplement comme le creuset d'origine de la question.

Notons tout de même que E

P

�

[f (S

T

) j S

0

] peut r�ecup�erer sa signi�cation de prix

d'option dans une approche fond�ee non plus sur l'absence d'opportunit�e d'arbitrage mais

sur une th�eorie d' "�equilibre g�en�eral" (P

�

a alors une l�egitimation �economique). Il peut

être int�eressant de disposer de la convexit�e de x 7! C (x; t) . La premi�ere partie est con-

sacr�ee �a cette �etude des semi-groupes markoviens et martingaliens de R

�

+

qui propagent

la convexit�e..

Dans le chapitre 2, on montre qu'un semi-groupe Q d'op�erateurs positifs, markoviens

et martingaliens propage la convexit�e si et seulement si il existe un semi-groupe

b

Q de la

même famille tel que

8 (x; y) 2 R

�2

+

; 0 < t

Q

t

(:� y)

+

[x] =

b

Q

t

(x� :)

+

[y]

On baptise

b

Q semi-groupe "call-put dual" de Q: On montre aussi qu'il y a identit�e entre

les semi-groupes positifs, markoviens et martingaliens qui propagent la convexit�e et les

semi-groupes v�eri�ant les mêmes propri�et�es d�e�nis sur le Banach

G =

(

g 2 C

0

�

R

�+

�

= 9K;L

g (x)

x

! K quand x!1; g (x)! L quand x! 0

+

)

avec

kgk

G

= sup

jg (x)j

1 + x

Ceci est tr�es commode, car un op�erateur positif, markovien et martingalien de G est une

contraction positive, et l'on peut du coup �etudier la propagation de la convexit�e dans le
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cadre des semi-groupes de contractions positives sur un espace de Banach.

Dans le chapitre 3, on montre qu'un semi-groupe qui propage "vraiment" la convexit�e

est n�ecessairement continu (au sens de G):

On caract�erise les g�en�erateurs in�nit�esimaux des semi-groupes positifs, markoviens et

martingaliens de G qui propagent la convexit�e dans le chapitre 4. On donne en particulier

une formule type L�evy-Kintchine et la forme explicite des g�en�erateurs born�es.

Le dernier chapitre est consacr�e aux exemples. On �etudie en d�etail le cas de la di�usion

homog�ene; on montre sans aucune hypoth�ese sur la r�egularit�e de � l'�egalit�e entre Q et

b

Q: On en d�eduit le r�esultat de r�egularit�e suivant: si � est continue, les fonctions

x 7! Q

t

(:� y)

+

[x]

sont C

1

pour t > 0:

La seconde direction est de se demander ce qu'il advient dans un mod�ele �a r�eplication

parfaite et �a trajectoires continues non markovien o�u un calcul analogue �a celui qu'on a

esquiss�e pour la di�usion markovienne est possible. Le probl�eme est �evoqu�e dans [EKJP].

On s'attaque dans la seconde partie au mod�ele

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

S

0

> 0

dS

t

= � (A

0

; S

t

)S

t

dB

t

dA

t

= f (S

t

) dt

(1.3)

Ce mod�ele, comme on explique dans le chapitre 1, est le plus naturel pour lequel la

question de la propagation de la convexit�e se pose.

On se restreint au cas o�u f garde un signe constant (on se ram�ene �a f � 0), on pr�ecise

les hypoth�eses sur � et f au chapitre 2. Sous des hypoth�eses de r�egularit�e plus fortes,

une simple d�erivation de l'E.D.P. associ�ee �a (1:3) permet de montrer la propagation de

la convexit�e lorsque � est d�ecroissante (chapitre 3). Une astuce de calcul bas�ee sur la

remarque qu'on peut faire jouer �a A le rôle d'un temps permet de retrouver ce r�esultat
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avec les hypoth�eses du chapitre 2, et aussi de traiter le cas � croissant. On obtient dans

ce cas un crit�ere analytique tr�es simple de propagation de la convexit�e (Proposition 3),

et aussi un exemple o�u la convexit�e ne se propage pas.

Une cons�equence de la propagation de la convexit�e est la croissance de

� 7! E [' (S

�

t

)]

pour ' convexe, o�u S

�

est la solution de (1:3) pour un coe�cient de di�usion �: Si la

convexit�e ne se propage pas, on peut esp�erer exhiber une con�guration o�u cette croissance

est prise en d�efaut. Le chapitre 5 est consacr�e �a la construction d'une telle con�guration.
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Chapter 2

DUALITE CALL-PUT

2.1 Calls et puts markoviens et martingaliens.

2.1.1 D�e�nitions.

Soit F l'e.v. engendr�e par les fonctions de R

+

�

dans R

+

x 7! (x� y)

+

et x 7! (y � x)

+

o�u

y d�ecritR

+

�

: A cause de la relation (x� y)

+

�(y � x)

+

= x�y ; F contient les constantes

et l'identit�e. F est en fait exactement l'e.v. des fonctions de R

+

�

a�nes par morceaux.

On s'int�eresse �a des semi-groupes Q sur n'importe quel e.v. de fonctions partout

d�e�nies qui contienneF , et tel queQ soit markovien (Q1 = 1), "martingalien" (QId = Id)

et positif. Plus pr�ecis�ement, on dit que le semi-groupe Q v�eri�e (H0) si et seulement si:

� (H0)

Il existe un e.v. de fonctions partout d�e�nies qui contienne F , sur lequel Q est un

semi-groupe markovien, martingalien, et positif.

On note (H0)

0

l 'hypoth�ese plus forte:

� (H0)

0

Q est associ�e �a un semi-groupe de noyaux de probabilit�es sur R

�

+

muni de sa

tribu bor�elienne usuelle, ie �a une famille de mesure positives q (x; dy; s; t) ; x 2
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R

�

+

v�eri�ant:

8 u > t > s � 0 ; 8x 2 R

�

+

(i)

R

q (x; dy; s; t) = 1

(i)

R

q (x; dy; s; t)y = x

(iii)8f mesurable positive z 7!

R

q (z; dy; s; t)f (y) est mesurable.

(iv) q (x; dz; s; u) =

R

q (x; dy; s; t) q (y; dz; t; u) (�egalit�e au sens mesures).

Remarque 1 Il y a 2 propri�et�es en plus par rapport �a (H0) : l'existence de noyaux

mesures, c'est �a dire une hypoth�ese de continuit�e des op�erateurs du semi-groupe, et le

fait qu'on se con�ne �a R

�

+

; excluant des masses en 0 et en +1:

Dans toute la suite, on suppose (H0).

On d�e�nit des fonctions "calls" et "puts", qu'on indice par le semi-groupe, respec-

tivement par:

8 (x; y) 2 R

�2

+

; 0 � s < t

C

Q

(x; y; s; t) = Q

s;t

(:� y)

+

[x]

P

Q

(x; y; s; t) = Q

s;t

(y � :)

+

[x]

Remarquons tout d'abord que la fermeture de F

+

pour la convergence monotone

contient C

0

�

R

�

+

�

+

: Par cons�equent, 2 mesures de probabilit�e sur R

�

+

qui co��ncident sur

F sont �egales.

Proposition 1 Sous (H0)

0

; Q est enti�erement d�etermin�e par (toutes) les fonctions calls

ou (toutes) les fonctions puts.

De�nition 1 Soit Q v�eri�ant (H0) : On dira dans la suite que Q v�eri�e (H0)

0

si et

seulement si il existe un semi-groupe R (donc n�ecessairement unique) v�eri�ant (H0)

0

tel

que

8 (x; y) 2 R

�2

+

; 0 � s < t C

Q

(x; y; s; t) = C

R

(x; y; s; t)
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2.1.2 D�ependance en les param�etres.

On a �a cause des hypoth�eses Markov et martingale:

0 � C

Q

(x; y; s; t) � x (2.1)

0 � P

Q

(x; y; s; t) � y

et

C

Q

(x; y; s; t)� P

Q

(x; y; s; t) = x� y

(relation de "parit�e call-put").

D�ependance en s; t:

Observons que (x� y)

+

= sup (x� y; 0), d'o�u �a cause de la positivit�e de Q :

C

Q

(x; y; t; u)

= Q

t;u

(:� y)

+

[x]

� sup (Q

t;u

(:� y) [x] ; 0)

= sup (x� y; 0)

= (x� y)

+

Par action de Q

s;t

:

8 0 < s < t � u C

Q

(x; y; s; u) � C

Q

(x; y; s; t)

(2.2)

D�ependance en y:

A cause de la convexit�e et de la d�ecroissance de y 7! (x� y)

+

et de la positivit�e du

semi-groupe y 7! C

Q

(x; y; s; t) est convexe d�ecroissante.
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On a �a cause de (2:1) et (2:2)

lim

y#0

+

C

Q

(x; y; s; t) = x

Et puisque C

Q

(x; y; s; t) � 0

9 lim

y"1

C

Q

(x; y; t; u)

A cause de

�

�

�(x� z)

+

� (x� y)

+

�

�

� � jz � yj et des hypoth�eses de markoviannit�e et de

positivit�e, y 7! C

Q

(x; y; s; t)est de plus lipschitzienne de rapport 1. La d�eriv�ee �a droite

@

d

C

Q

@y

est n�egative croissante, comprise entre �1 et 0; et

9 lim

y"1

@

d

C

Q

@y

(x; y; t; u) ;9 lim

y#0

+

@

d

C

Q

@y

(x; y; t; u) (2.3)

A cause de C

Q

(x; y; s; t) � 0

lim

y"1

@

d

C

Q

@y

(x; y; t; u) = 0

Par parit�e call-put

lim

y#0

+

P

Q

(x; y; s; t) = 0

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u) =

@

d

C

Q

@y

(x; y; t; u) + 1

d'o�u 0 �

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u) � 1 et la fonction y 7! y

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u) � P

Q

(x; y; s; t) est

croissante, major�ee par y � P

Q

(x; y; s; t) = x� C

Q

(x; y; s; t) et donc par x; d'o�u

9 lim

y"1

y

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u)� P

Q

(x; y; s; t) � x

Lemme 2 8x 2 R

�

+

; 0 � s < t la fonction

y 7! P

Q

(x; y; s; t)

13



est croissante convexe positive, lipschitzienne de rapport 1 et

lim

y#0

+

P

Q

(x; y; s; t) = 0

lim

y"1

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u) = 1

lim

y#0

+

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u) � 0

lim

y"1

y

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u)� P

Q

(x; y; s; t) � x

On note dor�enavant

Q (x; 0; s; t) = lim

z#0

+

@

d

P

Q

@z

(x; z; s; t)

Q (x;1; s; t) = x� lim

z"1

 

z

@

d

P

Q

@y

(x; z; s; t)� P

Q

(x; z; s; t)

!

Q (x; dz; s; t) =

@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)

consid�er�e (au sens des distributions sur R

�

+

) comme mesure sur R

�

+

. On a

0 � Q (x; 0; s; t) � 1

0 � Q (x;1; s; t) � x

R

Q (x; dz; s; t) � 1

R

z Q (x; dz; s; t) � x

Q (x; 0; s; t) +

R

Q (x; dz; s; t) = 1

R

z Q (x; dz; s; t) +Q (x;1; s; t) = x

(2.4)

Le lemme suivant relie les fonctions calls et puts �a leur "valeur initiale".

Lemme 3

P

Q

(x; y; s; t) = y Q (x; 0; s; t) +

R

(y � z)

+

Q (x; dz; s; t)

C

Q

(x; y; s; t) = Q (x;1; s; t) +

R

(z � y)

+

Q (x; dz; s; t)

14



� En e�et

R

b

+

a

+

@

2

P

Q

@y

2

(x; dy; s; t)

=

@

d

P

Q

@y

(x; b; s; t)�

@

d

P

Q

@y

(x; a; s; t)

et

R

b

+

a

+

y

@

2

P

Q

@y

2

(x; dy; s; t)

=

h

b

@

d

P

Q

@y

(x; b; s; t)� P

Q

(x; b; s; t)

i

�

h

a

@

d

P

Q

@y

(x; a; s; t)� P

Q

(x; a; s; t)

i

En faisant a = 0 et b = y on en d�eduit

R

(y � z)

+
@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)

=

R

y

(y � z)

@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)

=

R

y

+

(y � z)

@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)

= y

R

y

+

0

+

@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)�

R

y

+

0

+

z

@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)

= y

h

@

d

P

Q

@y

(x; y; s; t)� lim

y#0

+

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u)

i

�

h

y

@

d

P

Q

@y

(x; y; s; t)� P

Q

(x; y; s; t)� 0

i

D'o�u la premi�ere assertion.

De même avec a = y et b = +1

R

(z � y)

+
@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)

=

R

y

+

(z � y)

@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)

=

R

y

+

z

@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)� y

R

y

+

@

2

P

Q

@z

2

(x; dz; s; t)

=

h

lim

z"1

z

@

d

P

Q

@y

(x; z; s; t)� P

Q

(x; z; s; t)

i

�

h

y

@

d

P

Q

@y

(x; y; s; t)� P

Q

(x; y; s; t)

i

� y

h

1�

@

d

P

Q

@y

(x; y; s; t)

i

=

h

lim

z"1

z

@

d

P

Q

@y

(x; z; s; t)� P

Q

(x; z; s; t)

i

� x

+x� y � P

Q

(x; y; s; t)

D'o�u la seconde assertion, par parit�e call-put. �

On notera (Bords) la propri�et�e:

� (Bords)

15



8x 2 R

�

+

; 0 � s < t

8

>

<

>

:

Q (x; 0; s; t) = 0

Q (x;1; s; t) = 0

Proposition 2

(H0)

0

) (Bords)

�En e�et C

Q

(x; y; s; t) =

R

q (x; dz; s; t) (z � y)

+

mais (z � y)

+

< z et par conver-

gence domin�ee lim

y"1

C

Q

(x; y; t; u) = 0:De plus

@

d

C

Q

@y

(x; y; t; u) = �

R

q (x; dz; s; t) 1 (z > y)

et par le même argument lim

y#0

+

@

d

C

Q

@y

(x; y; t; u) = �1: En�n

y

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u)� P

Q

(x; y; s; t)

=

R

q (x; dz; s; t) z1 (z � y)

et par convergence monotone

lim

y"1

y

@

d

P

Q

@y

(x; y; t; u)� P

Q

(x; y; s; t)

=

R

q (x; dz; s; t) z = x

�

Proposition 3 Sous (H0)

0

q (x; dy; s; t) =

@

2

P

Q

@y

2

(x; dy; s; t) =

@

2

C

Q

@y

2

(x; dy; s; t)

(�egalit�e au sens mesures) :

�En e�et d'apr�es le lemme 3

C

Q

(x; y; s; t) =

Z

@

2

P

Q

@y

2

(x; dz; s; t) (z � y)

+

16



et

P

Q

(x; y; s; t) =

Z

@

2

P

Q

@y

2

(x; dz; s; t) (y � z)

+

Les mesures

@

2

P

Q

@y

2

(x; dz; s; t) et q (x; dy; s; t) co��ncident sur F; et par la proposition 1 elles

sont donc �egales. �

La d�emonstration donne plus: supposons seulement (Bords) : Alors la mesure positive

@

2

P

Q

@y

2

(x; dz; s; t) v�eri�e

8x 2 R

�

+

; 0 � s < t; f 2 F Q

s;t

f [x] =

R

@

2

P

Q

@y

2

(x; dy; s; t)f (y)

Soit f � 0 2 F: Supposons que la fonction x 7! Q

s;t

f [x] soit s.c.i.: Elle est alors

mesurable, il existe une suite f

n

de fonctions de F convergant en croissant vers Q

s;t

f et

par convergence monotone pour la mesure

@

2

P

Q

@y

2

(w; dx; r; s) :

R
@

2

P

Q

@y

2

(w; dx; r; s)Q

s;t

f [x]

= lim

R
@

2

P

Q

@y

2

(w; dx; r; s) f

n

(x)

= limQ

r;s

f

n

[w]

� Q

r;s

Q

s;t

f [x]

= Q

r;t

f [x]

d'o�u

R

@

2

P

Q

@y

2

(w; dx; r; s)

R

@

2

P

Q

@y

2

(x; dz; s; t) f (z)

�

R

@

2

P

Q

@y

2

(w; dz; r; t)f (z)

On passe alors �a f bor�elienne positive born�ee, et la mesure

R

@

2

P

Q

@y

2

(w; dx; r; s)

@

2

P

Q

@y

2

(x; dz; s; t)

est domin�ee par

@

2

P

Q

@y

2

(w; dz; r; t) : Mais ce sont 2 mesures de probabilit�e, elles sont donc

�egales et Q v�eri�e (H0)

0

:

17



Proposition 4 Supposons (Bords ) et que 8 f � 0 2 F; la fonction

x 7! Q

s;t

f [x]

est semi-continue inf�erieurement: Alors Q v�eri�e (H0)

0

:

D�ependance en x:

Evidemment, on a du mal �a dire quelquechose dans le cas g�en�eral. Notons tout de même

qu'�a cause de (x� y)

+

� C

Q

(x; y; s; t) � x on a

lim

x#0

+

C

Q

(x; y; t; u) = 0 (2.5)

et

lim

x"1

C

Q

(x; y; t; u)

x

= 1 (2.6)

Remarque 4 Si les calls sont croissants et les puts d�ecroissants en x, ils sont alors

lipschitziens de rapport 1, �a cause de la parit�e call-put: en e�et

8 y 2 R

�

+

; 0 � t < u, 0 < x

1

� x

2

0 � C

Q

(x

2

; y; t; u)�C

Q

(x

1

; y; t; u) = P

Q

(x

2

; y; t; u)� P

Q

(x

1

; y; t; u)+ x

2

� x

1

� x

2

� x

1

2.2 Calls et puts convexes.

On note (Conv) la propri�et�e de propagation de la convexit�e par Q; soit:

� (Conv) toutes les fonctions calls (ou toutes les fonctions puts) sont convexes.

Si elles sont convexes, les fonctions calls sont en particulier continues. Une fonction

nulle en z�ero positive et convexe est croissante. La d�eriv�ee �a droite

@

d

C

Q

@x

est positive,

croissante, et plus petite que 1 �a cause de l'asymptotique du call quand x!1:

18



On a donc

9 lim

x#0

+

@

d

C

Q

@x

(x; y; s; t)

et

9 lim

x"1

@

d

C

Q

@x

(x; y; s; t)

et toujours �a cause de (2:6)

lim

x"1

@

d

C

Q

@x

(x; y; s; t) = 1

La fonction x 7! x

@

d

C

Q

@x

(x; y; s; t) � C

Q

(x; y; s; t) est croissante, nulle en z�ero, et

major�ee:

x

@

d

C

Q

@x

(x; y; t; u)� C

Q

(x; y; t; u)

� x� C

Q

(x; y; t; u)

= y � P

Q

(x; y; t; u)

� y

D'o�u

9 lim

x"1

x

@

d

C

Q

@x

(x; y; t; u)� C

Q

(x; y; t; u) � y

En fait, on aurait pu s'�epargner tout e�ort en remarquant que la fonction x 7! C

Q

(x; y; s; t)

a exactement les mêmes propri�et�es sous l'hypoth�ese de convexit�e que celles de la fonction

y 7! P

Q

(x; y; s; t) utilis�ees dans la partie pr�ec�edente. On a ainsi directement:

Lemme 5 Sous (Conv)

C

Q

(x; y; s; t) = x lim

z#0

+

@

d

C

Q

@z

(z; y; s; t) +

R

(x� z)

+

@

2

C

Q

@z

2

(dz; y; s; t)

P

Q

(x; y; s; t) = y � lim

z"1

h

z

@

d

C

Q

@z

(z; y; s; t)� C

Q

(z; y; s; t)

i

+

R

(z � x)

+
@

2

C

Q

@z

2

(dz; y; s; t)
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2.3 Convexit�e et dualit�e call-put.

2.3.1 Un espace de Banach naturel.

On remarque que les fonctions y 7! C

Q

(x; y; s; t) et y 7! P

Q

(x; y; s; t) sont dans l'e.v.

G =

(

g 2 C

0

�

R

�+

�

= 9K;L

g (x)

x

! K quand x!1; g (x)! L quand x! 0

+

)

On note pour g 2 G

g

0

= lim

0

+

g (x)

g

1

= lim

0

+

g(x)

x

On a F � G et l'on peut r�e�ecrire le lemme 3 :

8 f 2 F

Q

s;t

f (x) = Q (x;1; s; t) f

1

+Q (x; 0; s; t) f

0

+

R

f (z)Q (x; dz; s; t)

Sous (Conv) x 7! C

Q

(x; y; s; t) et x 7! P

Q

(x; y; s; t) sont aussi dans G, ie Q

s;t

F � G:

On munit dor�enavant G d'une structure d'espace de Banach pour la norme

kgk = sup

jg (x)j

1 + x

Pour f 2 F

jQ

s;t

f (x)j =

�

�

�Q

s;t

h

(1+:)f(:)

(1+:)

i

(x)

�

�

�

� jQ

s;t

[(1 + :) kfk] (x)j

= kfk jQ

s;t

[(1 + :)] (x)j

= kfk (1 + x)

et

kQ

s;t

fk � kfk

Q

s;t

est une contraction de F dans G; mais il est facile de voir que F est dense dans G;
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et par suite Q

s;t

s'�etend de fa�con unique en une contraction de G:

Proposition 5 Q v�eri�e (Conv) si et seulement si Q provient d'un semi-groupe d'op�erateurs

positifs, markoviens et martingaliens (et donc de contractions) de G qui v�eri�e (Conv) :

2.3.2 Semi-groupe call-put dual.

Toujours sous (Conv) on remarque que le lemme 5 sugg�ere de d�e�nir un op�erateur

b

Q

s;t

de F dans G par la formule

b

Q

s;t

f (y) =

"

y � lim

z"1

 

z

@

d

C

Q

@z

(z; y; s; t)� C

Q

(z; y; s; t)

!#

f

1

+

"

lim

z#0

+

@

d

C

Q

@z

(z; y; s; t)

#

f

0

+

R

f (z)

@

2

C

Q

@z

2

(dz; y; s; t)

Cet op�erateur est clairement positif, markovien et martingalien. Il propage la convexit�e

�a cause de la convexit�e des fonctions C

Q

(x; y; s; t) et P

Q

(x; y; s; t) en y. On peut comme

ci-dessus l'�etendre en un op�erateur de G positif, markovien et martingalien. Par con-

struction, on a la relation remarquable de "dualit�e call-put"

b

Q

s;t

(:� x)

+

[y] = Q

s;t

(y � :)

+

[x]

On dit que

b

Q

s;t

est l'op�erateur "call-put dual" de Q

s;t

:

b

Q

s;t

v�eri�e les mêmes hy-

poth�eses que Q

s;t

;

b

b

Q

s;t

est bien d�e�ni et bien sûr

b

b

Q

s;t

= Q

s;t

Il est naturel de se demander quelle relation de composition v�eri�ent les

b

Q

s;t

: Avec
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des notations ad hoc destin�ees �a clari�er la situation:

b

Q

t;u

b

Q

s;t

(x� :)

+

[y]

=

b

Q

(�)

t;u

h

b

Q

(:)

s;t

(x� :)

+

(�)

i

[y]

=

b

Q

(�)

t;u

h

Q

(:)

s;t

(:� �)

+

(x)

i

[y]

= Q

(:)

s;t

h

b

Q

(�)

t;u

(:� �)

+

(y)

i

[x]

= Q

(:)

s;t

h

Q

(�)

t;u

(� � y)

+

(:)

i

[x]

= Q

s;u

(:� y)

+

[x]

=

b

Q

s;u

(x� :)

+

[y]

Et

b

Q satisfait une relation de co-semi-groupe

b

Q

t;u

b

Q

s;t

=

b

Q

s;u

On a montr�e �nalement

Proposition 6 Un semi-groupe Q d'op�erateurs positifs, markoviens et martingaliens sur

G propage la convexit�e si et seulement si il existe un co-semi-groupe

b

Q d'op�erateurs

positifs, markoviens et martingaliens sur G qui propage la convexit�e tel qu'on ait

8 (x; y) 2 R

�2

+

; 0 � s < t

b

Q

s;t

(:� x)

+

[y] = Q

s;t

(y � :)

+

[x]

Remarque 6 Dans le cas homog�ene, Q

s;t

= Q

t�s

,

b

Q

s;t

=

b

Q

t�s

et le co-semi groupe

b

Q

est un semi-groupe.

Remarque 7 On n'a rien dit jusqu'ici sur le param�etre temps: tout cela fonctionne

en temps discret, en particulier; notons que la dualit�e call-put est d�e�nie au niveau des

op�erateurs.
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2.4 Propri�et�es de la dualit�e call-put.

On suppose dans tous ces �enonc�es que Q v�eri�e (Conv) :

On a d'apr�es les propositions 2 et 4 :

Proposition 7 Q v�eri�e (Bords) , Q v�eri�e (H0)

0

On note de fa�con naturelle:

� (BordsDual)

8

>

>

<

>

>

:

lim

x"1

x

@

d

C

Q

@x

(x; y; s; t)� C

Q

(x; y; s; t) = y

lim

x#0

+

@

d

C

Q

@x

(x; y; s; t) = 0

On a imm�ediatement:

Proposition 8 Q v�eri�e (Bords) ,

b

Q v�eri�e (BordsDual)

Proposition 9 Soit Q v�eri�ant (Bords ). Alors

q (x; dy; s; t)admet une densit�e continue en y

par rapport �a la mesure de Lebesgue sur R

�

+

,

Les calls C

b

Q

(x; y; s; t) sont C

2

en x:

La propri�et�e de domination suivante est tr�es utile en pratique:

Proposition 10 Supposons que pour chaque (y; s; t) ; s < t il existe une fonction b (x)

convexe nulle en z�ero, telle que lim

x#0

b

0

(x) = 0 et lim

x"1

xb

0

(x)�b (x) = y (o�u b

0

d�esigne

la d�eriv�ee �a droite) et telle que

8x 2 R

�

+

b (x) � P

Q

(y; x; s; t)
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(resp. b (x) � C

Q

(x; y; s; t))

Alors Q v�eri�e (Bords ) (resp.(BordsDual) ).

Corollaire 8 Supposons qu'il existe R v�eri�ant (H0) et (Bords) (resp.(BordsDual))

tel que

8 (x; y) 2 R

�2

+

; 0 � s < t C

Q

(x; y; s; t) � C

R

(x; y; s; t)

Alors Q v�eri�e (Bords ) (resp.(BordsDual) ).

�En z�ero lim

z#0

+

P

Q

(y; z; s; t)

z

= lim

z#0

+

@

d

P

Q

@z

(y; z; s; t), 0 � P

Q

(y; x; s; t) � b (x) et

b (x) = o (x) d'o�u le r�esultat.

A l'in�ni, on sait

P

Q

(y; x; s; t)� x

@

d

P

Q

@x

(y; x; s; t) # �l � �y

et il s'agit de montrer l = y: On a

P

Q

(y; 2x; s; t)� 2x

@

d

P

Q

@x

(y; 2x; s; t)

� P

Q

(y; 2x; s; t)� 2x

 

P

Q

(y; 2x; s; t)� P

Q

(y; x; s; t)

2x� x

!

= 2P

Q

(y; x; s; t)� P

Q

(y; 2x; s; t)

� 2b (x)� P

Q

(y; 2x; s; t)

� 2b (x)� (2x� y)

+

Pour 2x � y

2b (x)� (2x� y)

+

= 2b (x)� (2x� y)

= 2 (b (x)� x) + y

� 2 (b (x)� xb

0

(x)) + y

et b (x)� xb

0

(x)! �y d'o�u le r�esultat. �
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2.5 Semi-groupe mesure et dualit�e call-put.

Une id�ee tr�es naturelle pour �etudier la propagation de la convexit�e est d'identi�er une

fonction convexe �a sa d�eriv�ee seconde mesure de Radon; ceci est possible ici �a cause des

hypoth�eses de Markov et de martingale. La convexit�e dans l'espace des fonctions devient

la positivit�e dans l'espace des mesures. Plus pr�ecis�ement, soit

E =

�

mesures sign�ees � sur R

�+

=

Z

(1 + y) j�j (dy) <1

�

e

G =

�

g = 9� 2 E; (�; �) 2 R

2

g (x) =

Z

(x� y)

+

� (dy) + �x+ �

�

On remarque que g 2

e

G est continue, et de plus

g (x)

x

!

R

� (dy) + � quand x!1 et

g (x)! � quand x! 0

+

de sorte que g 2 G avec

g

0

= �

g

1

=

R

� (dy) + �

De plus, il est clair que la d�ecomposition de g 2

e

G en (�; �; �) est unique.

Regardons l'action de Q sur

e

G :

Q

s;t

g (x)� �x� � = Q

s;t

h

R

(:� y)

+

� (dy)

i

(x)

= Q (x;1; s; t)

R

� (dy)

+

R

Q (x; dz; s; t)

R

(z � y)

+

� (dy)

= Q (x;1; s; t)

R

� (dy)

+

R

� (dy)

R

Q (x; dz; s; t) (z � y)

+

=

R

� (dy)

h

Q (x;1; s; t) +

R

Q (x; dz; s; t) (z � y)

+

i

=

R

� (dy)C

Q

(x; y; s; t)
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Mais sous l'hypoth�ese (Conv)

C

Q

(x; y; s; t) = x

b

Q
(y; 0; s; t) +

R

b

Q
(y; dz; s; t) (x� z)

+

et par Fubini

R

� (dy)C

Q

(x; y; s; t) = x

R

� (dy)

b

Q
(y; 0; s; t) +

R R

� (dy)

b

Q
(y; dz; s; t) (x� z)

+

Soit

�

s;t

(dz) =

Z

� (dy)

b

Q (y; dz; s; t)

Alors �a cause de (2:4)

R

(1 + z) j�

s;t

j (dz) �

R

j�j (dy)

h

R

(1 + z)

b

Q (y; dz; s; t)

i

�

R

(1 + y) j�j (dy)

< 1

(2.7)

et �

s;t

2 E:

Proposition 11 Soit Q v�eri�ant (Conv) : Alors

8 g = (�; �; �) 2

f

G ; t > s � 0 Q

s;t

g 2

f

G

et

Q

s;t

g =

�

�

s;t

; �+

Z

b

Q (y; 0; s; t)� (dy) ; �

�

avec

�

s;t

(dz) =

Z

b

Q (y; dz; s; t)� (dy)

L'hypoth�ese (Conv) est suppos�ee v�erif�ee dans la suite.

On note

e

Q le semi-groupe induit par Q sur

f

G :

Remarque 9 F �

f

G , F est dense dans G; et le semi-groupe Q est enti�erement d�e�ni

26



par

e

Q:

e

Q est tr�es proche du semi-groupe "mesure" du d�ebut: soit

T :

f

G ! E

g = (�; �; �) 7! Tg = �

la restriction de l'op�erateur d�eriv�ee seconde �a

f

G . Les fonctions a�nes �etant invariantes

par

e

Q;

e

Q induit un semi-groupe d'op�erateurs sur l'e.v. quotient

f

G=fonctions a�nes,

qu'on note encore

e

Q . T est un isomorphisme de

f

G=fonctions a�nes sur E, le semi-

groupe image de

e

Q est

Q : E ! E

� 7! Q� = T

e

QT

�1

�

On a

Q

s;t

� (dz) = �

s;t

(dz) =

Z

b

Q (y; dz; s; t)� (dy)

et Q

s;t

est positif, et de contraction sur E pour la norme

R

(1 + y) d j�j (y) d'apr�es (2:7) :

Q

s;t

v�eri�e de plus

8 y 2 R

�

+

0 �

D

Q

s;t

�

y

; 1

E

� 1

0 �

D

Q

s;t

�

y

; Id

E

� y

(2.8)

et aussi y 7! Q

s;t

�

y

est � (E;G) continue et

8� 2 E

Q

s;t

� (dz) =

R

b

Q (y; dz; s; t)� (dy)

=

R

�

Q

s;t

�

y

�

(dz) � (dy)

(2.9)

R�eciproquement, �a un semi-groupe Q positif et de contractions de E qui v�eri�e ces 3
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propri�et�es on associe les op�erateurs d�e�nis sur

f

G par

e

Q

s;t

(�; �; �) =

�

Q

s;t

�; �+

R

h

1�

D

Q

s;t

�

y

; 1

Ei

� (dy) ; �

�

On a alors

e

Q

s;t

Id =

e

Q

s;t

(0; 1; 0) = (0; 1; 0) = Id

e

Q

s;t

z =

e

Q

s;t

(0; 0; z) = (0; 0; z) = z

ie des op�erateurs markoviens et martingaliens.

Qu'en est-il de la propri�et�e de semi-groupe?

e

Q

s;t

e

Q

t;u

(�; �; �)

=

e

Q

s;t

�

Q

t;u

�; � +

R

h

1�

D

Q

t;u

�

y

; 1

Ei

� (dy) ; �

�

= (Q

s;t

Q

t;u

�;

� +

R

h

1 �

D

Q

t;u

�

y

; 1

Ei

� (dy) +

R

h

1 �

D

Q

s;t

�

y

; 1

Ei

Q

t;u

� (dy) ;

�)

= (Q

t;u

�;

� +

R

� (dy)�

R

D

Q

s;t

�

y

; 1

E

Q

t;u

� (dy) +

R

h

Q

t;u

� (dy)�

D

Q

t;u

�

y

; 1

E

� (dy)

i

�)

Mais par Fubini et (2:9)

R

D

Q

t;u

�

y

; 1

E

� (dy) =

R

y

R

z

�

Q

t;u

�

y

�

(dz) � (dy)

=

R

z

R

y

�

Q

t;u

�

y

�

(dz) � (dy)

=

R

z

�

Q

t;u

�

�

(dz)

=

D

Q

t;u

�; 1

E

et en particulier

R

D

Q

s;t

�

y

; 1

E

Q

t;u

� (dy) =

D

Q

s;t

Q

t;u

�; 1

E

=

D

Q

s;u

�; 1

E

d'o�u la propri�et�e de semi-groupe.
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On bute sur la propri�et�e de positivit�e. Ceci est normal, car le quotient par les fonctions

a�nes fait perdre la notion de positivit�e (ou de croissance).

Pour un call

e

Q

s;t

(:� z)

+

=

e

Q

s;t

(�

z

; 0; 0)

=

�

Q

s;t

�

z

; 1�

D

Q

s;t

�

z

; 1

E

; 0

�

d'o�u

e

Q

s;t

(:� z)

+

[x]

=

R

Q

s;t

�

z

(dy) (x� y)

+

+ x

�

1�

D

Q

s;t

�

z

; 1

E�

et

e

Q

s;t

(:� z)

+

[x] � 0:

Pour un put

e

Q

s;t

(z � :)

+

=

e

Q

s;t

(�

z

;�1; z)

=

�

Q

s;t

�

z

;�

D

Q

s;t

�

z

; 1

E

; z

�

et

e

Q

s;t

(z � :)

+

[x]

=

R

Q

s;t

�

z

(dy) (x� y)

+

� x

D

Q

s;t

�

z

; 1

E

+ z

=

R

Q

s;t

�

z

(dy)

h

(x� y)

+

� x

i

+ z

=

R

Q

s;t

�

z

(dy)

h

(y � x)

+

� y

i

+ z

=

R

Q

s;t

�

z

(dy) (y � x)

+

+

�

z �

R

Q

s;t

�

z

(dy) y

�

d'o�u

e

Q

s;t

(z � :)

+

[x] � 0:

e

Q

s;t

transforme les fonctions convexes positives en fonctions convexes positives, mais

ceci ne su�t pas bien sûr �a montrer la positivit�e: il y a des fonctions a�nes par morceaux

positives non convexes!

On a donc un semi-groupe d'op�erateurs sur

e

G markovien, martingalien et qui propage

la convexit�e, mais pas n�ecessairement positif. Il n'est donc plus �evident (même en

revenant �a la d�e�nition de

e

Q) que l'on ait des contractions, et qu'on puisse �etendre

e

Q �a G:
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Venons-en au lien avec le semi-groupe call-put dual. On peut identi�er le dual G

0

de

G et E �R

2

via:

hh(�; a; b) ; gii

G

0

;G

=

Z

g d�+ ag

1

+ bg

0

Regardons le semi-groupe dual (le vrai dual) de

b

Q .

DD

b

Q

�

s;t

(�; a; b) ; (:� y)

+

EE

=

DD

(�; a; b) ;

b

Q

s;t

(:� y)

+

EE

= hh(�; a; b) ; P

Q

(y; :; s; t)ii

=

R

P

Q

(y; x; s; t)d� (x) + a

D'autre part d'apr�es le lemme 5

P

Q

(y; x; s; t) =

b

Q (x; 0; s; t) +

R

(z � y)

+

b

Q (x; dz; s; t)

d'o�u

R

P

Q

(y; x; s; t)� (dx)

=

R

b

Q (x; 0; s; t)� (dx) +

R

(z � y)

+

R

b

Q (x; dz; s; t)� (dx)

et

DD

b

Q

�

s;t

(�; a; b) ; (:� y)

+

EE

=

R

P

Q

(y; x; s; t)� (dx) + a

=

R

b

Q (x; 0; s; t)� (dx) +

R

(z � y)

+

R

b

Q (x; dz; s; t)� (dx) + a

De même

DD

b

Q

�

s;t

(�; a; b) ; (y � :)

+

EE

=

R

C

Q

(y; x; s; t)� (dx) + y b

= y

R

b

Q (x;1; s; t)� (dx) +

R

(y � z)

+

R

b

Q (x; dz; s; t)� (dx) + y b
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d'o�u par densit�e de F dans G

b

Q

�

s;t

(�; a; b)

=

�

R

b

Q (x; dz; s; t)� (dx) ;

R

b

Q (x; 0; s; t)� (dx) + a;

R

b

Q (x;1; s; t)� (dx) + b

�

Proposition 12

Q = �

E

b

Q

�

g

�

E

o�u �

E

est la projection de G

0

sur E et

g

�

E

le plongement de E dans G

0

:

Si Q v�eri�e (BordsDual)

Q =

b

Q

�

jE

En conclusion, choisir de travailler avec le semi-groupe Q, qui est un semi-groupe

positif et de contractions sur l'espace de Banach G

0

; revient �a �etudier la propagation de

la convexit�e par des semi-groupes d'op�erateurs markoviens et martingaliens sur

e

G; pas

n�ecessairement positifs, probl�eme moin pr�ecis que celui qu'on s'est pos�e initialement.
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Chapter 3

CONTINUITE DU SEMI-GROUPE

On suppose dans ce chapitre et le suivant que le semi-groupe est homog�ene en temps et

l'on note C

Q

(x; y; t) le call Q

t

(:� y)

+

[x] :

L'hypoth�ese (Conv) est suppos�ee v�eri��ee.

On se doute qu'il y a un lien entre la continuit�e du semi-groupe en z�ero et l'existence

de zones o�u les calls n'ont pas de convexit�e, celles-ci correspondant en gros aux ensembles

de potentiel nul du semi-groupe call-put dual. On va voir qu'on peut dire beaucoup de

choses dans cette direction avec des arguments �el�ementaires.

3.1 Limite des calls en z�ero.

A cause de la propri�et�e (2:2) les fonctions C

Q

(:; y; t) convergent en d�ecroissant vers une

fonction C

0

Q

(:; y) qui domine (:� y)

+

: C

0

Q

(:; y) est limite simple de fonctions convexes

croissantes, donc convexe croissante, et v�eri�e aussi C

0

Q

(0; y) = 0; lim

x"1

@

d

C

0

Q

@x

(x; y) = 1:

Soit z

inf

(y) = sup

n

z < y =C

0

Q

(z; y) = 0

o

et z

sup

(y) = inf

n

z > y =C

0

Q

(z; y) = z � y

o

avec z

inf

(y) = 0 et z

sup

(y) =1 si les ensembles correspondants sont vides. A cause de la

convexit�e et du comportement aux bords, C

0

Q

(z; y) = 0 pour z � z

inf

(y) et C

0

Q

(z; y) =

z � y pour z � z

sup

(y) : On remarque z

inf

(y) = y , z

sup

(y) = y , C

0

Q

(y; y) = 0:

C

0

Q

(:; y) est convexe, donc continue, et par le lemme de Dini C

Q

(:; y; t) converge vers

32



C

0

Q

(:; y) uniform�ement sur les compacts de R

�

+

. A cause de C

0

Q

(0; y) = C

Q

(0; y; t) = 0

et de lim

x"1

C

Q

(x; y; t)

x

= lim

x"1

C

0

Q

(x; y)

x

= 1 les fonctions C

Q

(:; y; t) convergent vers

C

0

Q

(:; y) dans G:

L'op�erateur

Q

0

: F ! G

8 y 2 R

�

+

(:� y)

+

7! C

0

Q

(:; y)

et (y � :)

+

7! P

0

Q

(:; y)

est une limite de contractions et donc une contraction, et s'�etend de fa�con unique �a G:

Les op�erateurs Q

:

�etant continus de G dans G on a pour t > 0; les limites �etant prises

dans G

Q

0

Q

t

= lim

s#0

Q

s

Q

t

= lim

s#0

Q

t

Q

s

= Q

t

Q

0

et

Q

2

0

= lim

s#0

Q

s

Q

s

= lim

s#0

Q

2s

= Q

0

et le semi-groupe Q est fortement continu sur le Banach Q

0

G:

On a Q

0

(:� y)

+

� (:� y)

+

d'o�u pour 0 < s < t

Q

t

Q

0

(:� y)

+

� Q

t

(:� y)

+

= Q

t�s

Q

s

(:� y)

+

Mais par d�e�nition de Q

0

on a Q

s

(:� y)

+

� Q

0

(:� y)

+

et

Q

t�s

Q

s

(:� y)

+

� Q

t�s

Q

0

(:� y)

+

Finalement Q

t

Q

0

(:� y)

+

� Q

t

(:� y)

+

� lim

s#0

Q

t�s

Q

0

(:� y)

+

= Q

t

Q

0

(:� y)

+

et par

densit�e de F dans G cela entrâ�ne Q

t

Q

0

= Q

t

:

Proposition 13 Q est fortement continu sur le Banach Q

0

G et

8t � 0 Q

t

Q

0

= Q

0

Q

t

= Q

t
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Q est fortement continu sur G , Q

0

= Id, 8 y 2 R

�

+

C

0

Q

(y; y) = 0:

3.2 Cas non continu.

On se place dans le cas o�u Q n'est pas fortement continu sur G:

L'exemple non continu le plus simple est donn�e par Q

t

g = g

0

+ g

1

Id pour tout

t > 0: Q est trivialement markovien martingalien positif, propage la convexit�e, et c'est

un semi-groupe �a cause de l'idempotence de g 7! g

0

+ g

1

Id:

C'est le cas a = 0; b = 1 dans la famille de semi-groupes donn�es par, a et b �etant

�x�es, a < b :

8 t > 0

Q

t

g (x) = g (x) pour x =2 [a; b]

= g (b)

x� a

b � a

+ g (a)

b� x

b� a

sinon

Il est facile de rajouter une d�ependance en temps.

On remarque sur ces exemples que les fonctions images du semi-groupe n'ont pas de

convexit�e sur ]a; b[ et sont enti�erement d�etermin�ees par la restriction de Q �a

V ect

n

(:� y)

+

; (y � :)

+

, y 2 ]a; b[

c

o

On va voir qu'il en est de même dans le cas g�en�eral.

Soit y tel que C

0

Q

(y; y) > 0: On peut en fait expliciter la fonction C

0

Q

(:; y) :

Lemme 10 Soit I (y) = ]z

inf

(y) ; z

sup

(y)[ . Alors I (y) est de Q potentiel nul et

C

0

Q

(x; y) = 1 (x 2 I (y)

c

) (x� y)

+

+ 1 (x 2 I (y))

(x� z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

(z

sup

(y)� y)

=

(z

sup

(y)� y)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

(x� z

inf

(y))

+

+

(y � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

(x� z

sup

(y))

+

o�u

1

1

= 0 et

1

1

= 1:
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� La fonction C

0

Q

(:; y) � (:� y)

+

est continue, strictement positive sur I (y) par

d�e�nition de z

inf

(y) et z

sup

(y) et nulle sur I (y)

c

: Mais

8t � 0 Q

t

h

C

0

Q

(:; y)� (:� y)

+

i

= 0

d'o�u la premi�ere assertion.

La fonction a (:) du membre de droite est convexe, �egale �a C

0

Q

(:; y) sur I (y)

c

et �a la

corde de la fonction convexe C

0

Q

(:; y) sur I (y), d'o�u C

0

Q

(:; y) � a (:) :

a (:)�(:� y)

+

est �a support dans I (y) et 8t > 0 Q

t

a (:) = Q

t

(:� y)

+

. Par convexit�e

Q

t

(:� y)

+

= Q

t

a (:) � a (:) d'o�u C

0

Q

(:; y) = lim

t#0

Q

t

(:� y)

+

� a (:) :

�

Corollaire 11 La fonction (x; y) 7! C

0

Q

(x; y) est enti�erement d�etermin�ee par les points

(z

inf

(y) ; z

sup

(y)), y 2 R

�

+

:

Soit maintenant z 2 ]z

inf

(y) ; z

sup

(y)[ . En raisonnant comme dans le lemme avec la

fonction

"

1 (x 2 I (y)

c

) (x� z)

+

+ 1 (x 2 I (y))

(x� z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z)

#

� (x� z)

+

on montre z

inf

(z) � z

inf

(y) et z

sup

(z) � z

sup

(y) : L'ouvert ]z

inf

(z) ; z

sup

(z)[ est de

potentiel nul, et en regardant la fonction

"

1 (x 2 I (z)

c

) (x� y)

+

+ 1 (x 2 I (z))

(x� z

inf

(z))

(z

sup

(z)� z

inf

(z))

(z

sup

(z)� y)

#

� (x� y)

+

on arrive �a

C

0

Q

(x; y) = 1 (x 2 I (z)

c

) (x� y)

+

+ 1 (x 2 I (z))

(x� z

inf

(z))

(z

sup

(z)� z

inf

(z))

(z

sup

(z)� y)

soit z

inf

(z) = z

inf

(y) et z

sup

(z) = z

sup

(y) : On a donc:
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Proposition 14 8z 2 I (y) ; 8x 2 R

�

+

C

0

Q

(x; z) =

(z

sup

(y)� z)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

(x� z

inf

(y))

+

+

(z � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

(x� z

sup

(y))

+

En particulier

C

0

Q

(z; z) =

(z

sup

(y)� z) (z � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

Par continuit�e C

0

Q

(z

inf

(y) ; z

inf

(y)) = C

0

Q

(z

sup

(y) ; z

sup

(y)) = 0:

Par action du semi-groupe et parit�e call-put:

Corollaire 12 8z 2 I (y) ; 8x 2 R

�

+

C

Q

(x; z; t) =

(z

sup

(y)� z)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

C

Q

(x; z

inf

(y) ; t) +

(z � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

C

Q

(x; z

sup

(y) ; t)

P

Q

(x; z; t) =

(z

sup

(y)� z)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

P

Q

(x; z

inf

(y) ; t) +

(z � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

P

Q

(x; z

sup

(y) ; t)

Servons-nous maintenant de la dualit�e call-put. On remarque qu'on a �evidemment

C

0

Q

(x; z) = P

0

b

Q

(z; x) ; C

0

Q

(x; z) = P

0

Q

(x; z)+ x� z et C

0

Q

(z; z) = P

0

Q

(z; z) = C

0

b

Q

(z; z) =

P

0

b

Q

(z; z) :

Les intervalles I (y) sont les mêmes pour Q et

b

Q et par le corollaire 11 C

0

Q

(x; z) =

C

0

b

Q

(x; z). On en tire la relation C

0

Q

(x; z) � C

0

Q

(z; x) = x � z: On v�eri�e qu'elle est

coh�erente avec la proposition 14.

Proposition 15 Q est fortement continu ,

b

Q est fortement continu

De plus 8 (x; z) 2 R

�2

+

C

0

Q

(x; z) = C

0

b

Q

(x; z) et par suite C

0

Q

(x; z)�C

0

Q

(z; x) = x� z:

Soit maintenant (x; z) 2 I (y)

2

et t � 0: L'application du corollaire 12 �a

b

Q donne:

C

b

Q

(x; z; t) =

(z

sup

(y)� z)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

C

b

Q

(x; z

inf

(y) ; t) +

(z � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

C

b

Q

(x; z

sup

(y) ; t)
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Par dualit�e call-put

P

Q

(x; z; t) = C

b

Q

(z; x; t)

=

(z

sup

(y)� x)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

C

b

Q

(z; z

inf

(y) ; t)

+

(x� z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

C

b

Q

(z; z

sup

(y) ; t)

Mais

C

b

Q

(z; z

inf

(y) ; t) = P

Q

(z

inf

(y) ; z; t)

=

(z

sup

(y)� z)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

P

Q

(z

inf

(y) ; z

inf

(y) ; t)

+

(z � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

P

Q

(z

inf

(y) ; z

sup

(y) ; t)

et

C

b

Q

(z; z

sup

(y) ; t) = P

Q

(z

sup

(y) ; z; t)

=

(z

sup

(y)� z)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

P

Q

(z

sup

(y) ; z

inf

(y) ; t)

+

(z � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

P

Q

(z

sup

(y) ; z

sup

(y) ; t)

d'o�u

Proposition 16 8 (x; z) 2 I (y)

2

; 8t � 0

P

Q

(x; z; t) =

(z

sup

(y)� x) (z

sup

(y)� z)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

2

P

Q

(z

inf

(y) ; z

inf

(y) ; t)

+

(z

sup

(y)� x) (z � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

2

P

Q

(z

inf

(y) ; z

sup

(y) ; t)

+

(x� z

inf

(y)) (z

sup

(y)� z)

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

2

P

Q

(z

sup

(y) ; z

inf

(y) ; t)

+

(x� z

inf

(y)) (z � z

inf

(y))

(z

sup

(y)� z

inf

(y))

2

P

Q

(z

sup

(y) ; z

sup

(y) ; t)

et idem pour les calls.

En conclusion on peut �enoncer:
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Proposition 17

Q

0

F = V ect

n

(:� z

inf

(y))

+

; (:� z

sup

(y))

+

; (z

inf

(y)� :)

+

; (z

sup

(y)� :)

+

, y 2 R

�

+

o

Les fonctions de l'image de G par Q sont a�nes sur les intervalles I (y) ; y 2 R

�

+

et

Q est fortement continu sur l'espace de Banach Q

0

F

G

constitu�e des fonctions de G qui

sont a�nes sur les I (y) ; y 2 R

�

+

:

Le semi-groupe ne peut donc pas "inventer" la convexit�e, et il est continu aux points

o�u il en pr�esente. Le d�efaut de continuit�e s'explique compl�etement par le fait qu'on a

pos�e le probl�eme de la propagation de la convexit�e en tous les points de R

�

+

alors qu'il

fallait le poser sur

�

[

y2R

�

+

I (y)

�

c

:
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Chapter 4

GENERATEUR INFINITESIMAL

La vraie question est de caract�eriser la conservation de la convexit�e en termes du g�en�erateur

in�nit�esimal du semi-groupe, d'acc�es souvent plus ais�e que les op�erateurs du semi-groupe.

L'existence du semi-groupe call-put dual sugg�ere de traduire sur A le fait que

b

A est

un g�en�erateur in�nit�esimal. Heuristiquement, on a envie d'�ecrire, pour des fonctions f

ad�equates, dans le cas �a densit�es

b

Q

t

f (x) =

R

b

q (x; y; t)f(y)dy

=

R R

z�x

@

2

q (y; z; t)

@y

2

(z � x) dzf(y)dy

=

R

z�x

(z � x) dz

R

y

@

2

q (y; z; t)

@y

2

f(y)dy

=

R

z�x

(z � x) dz

R

y

f

00

(y)q (y; z; t)dy

=

R

y

f

00

(y)dy

R

z�x

q (y; z; t) (z � x) dz

Mais

f (x) =

R

y

f

00

(y)dy

R

z�x

�

y

(z) (z � x) dz

=

R

y

f

00

(y)dy

R

z�x

q (y; z; 0) (z � x) dz

d'o�u

b

Q

t

f (x)� f (x)

t

=

Z

y

f

00

(y)dy

�

Q

t

g � g

t

�

(y)
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avec

g (:) = (:� x)

+

En faisant comme si g appartenait au domaine de A :

b

Af (x) =

Z

f

00

(y) [Ag] (y)dy

soit

b

Af (x) =

R

[A

�

f

00

] (y)g(y)dy

=

R

[A

�

f

00

] (y)(y � x)

+

dy

ou encore

h

b

Af (x)

i

00

= [A

�

f

00

] (x) (4.1)

o�u A

�

est l'adjoint de A:

Il s'agit donc, en gros, de caract�eriser les g�en�erateurs in�nit�esimaux A tels que

l'op�erateur C d�e�ni par

f 7!

�

x 7!

Z

[A

�

f

00

] (y)(y � x)

+

dy

�

sur un domaine ad�equat, soit encore un g�en�erateur in�nit�esimal.

Dans un contexte d'espace de Banach, C doit typiquement satisfaire un principe du

maximum et une condition de densit�e de l'image de D (C) par C � �Id pour � grand.

Resterait encore �a montrer, bien entendu, que le semi-groupe associ�e �a C est le semi-

groupe call-put dual de Q:

On commence par rappeler quelques r�esultats sur le semi-groupe adjoint.

4.1 Rappels.

On note w

�

la topologie � faible sur le dual d'un espace de Banach.

On se donne pour l'instant un semi-groupe Qde contractions fortement continu sur
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G.

On rappelle que son adjoint Q

�

est un semi-groupe de contractions sur G

0

; qui n'est

pas n�ecessairement fortement continu. N�eanmoins, on sait beaucoup de choses sur le

semi-groupe adjoint: soit G

�

le sous-espace de G

0

sur lequel Q

�

est fortement continu.

On a (Ceci est valable dans n'importe quel espace de Banach, même si on ne l'�enonce

que pour G ici) :

Proposition 18 [VN] G

�

est un sous-espace ferm�e de G

0

; invariant parQ

�

, et w

�

�dense

dans G

0

:

La restriction Q

�

de Q

�

�a G

�

est un semi-groupe de contractions fortement continu.

Soient A et A

�

les g�en�erateurs forts de Q et Q

�

; A

�

l'adjoint de A; B le g�en�erateur

w

�

de Q

�

. On a alors les r�esultats suivants:

Proposition 19 [VN] B = A

�

; D (A

�

) = fg 2 D (A

�

) =A

�

g 2 G

�

g et A

�

g = A

�

g sur

D (A

�

) :

Notons qu'en cons�equence D (A

�

) est w

�

�dense dans G

0

; et qu'on a G

�

= D (A

�

):

Rappelons maintenant la caract�erisation des g�en�erateurs in�nit�esimaux des semi-

groupes de contractions qui sont de plus positifs sur un espace de fonctions continues

sur un compact C (K) :

Proposition 20 [NR] Soit C un op�erateur lin�eaire �a domaine dense de C (K) qui v�eri�e:

(i)(principe du maximum) 8f 2 D (C) ; 8z maximum de f; (Cf) (z) � 0:

Alors C est fermable. Si de plus

(ii)9 � 2 R tel que (C � �I)D (C) est dense dans C (K)

alors C est le g�en�erateur in�nit�esimal d'un semi-groupe de contraction positif sur

C (K) :

R�eciproquement, si C est le g�en�erateur in�nit�esimal d'un semi-groupe de contraction

positif sur C (K) ; alors (i) est v�eri��e et 9 � 2 R tel que (C � �I)D (C) = C (K).
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On remarque que G est isom�etrique �a l'espace C ([0;1]) muni de la norme uniforme

via

C ([0;1])! G

f 7! (1 + Id) f

On en d�eduit que les pr�eg�en�erateurs des semi-groupes de contractions qui sont de plus

positifs sur G sont les op�erateurs lin�eaires C �a domaine dense qui v�eri�ent (ii) (avec G

rempla�cant C (K)) et le principe suivant du maximum:

(i)

0

8g 2 D (C) ;8x 2 [0;1] maximum de

g

1 + Id

;

(Cg) (x)

1 + x

� 0: (4.2)

4.2 Construction de

c

A �a partir de A:

Q est maintenant un semi-groupe positif fortement continu sur G; markovien et martin-

galien (donc de contractions, comme on l'a d�ej�a dit).

On lui associe comme ci-dessus les op�erateurs A; A

�

; A

�

; B: Pour plus de clart�e on

distingue A

�

et B. D'apr�es ce qui pr�ec�ede:

9 � 2 R tel que (A

�

� �I)D

�

A

�

�

=

�

A

�

� �I

�

D

�

A

�

�

= G

�

et en particulier

9 � 2 R tel que (A

�

� �I)D

�

A

�

�

est w

�

� dense dans G

0

(4.3)

sachant qu'aussi

D

�

A

�

�

est w

�

� dense dans G

0

On rappelle qu'on identi�e G

0

�a E �R

2

; et qu'on note hh ii la dualit�e entre G

0

et G:

On a alors:
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8b 2 G

0

; 9! (b

0

; b

m

; b

1

) 2 R � E �R tel que

8g 2 G hhb; gii = hb

m

; gi + b

0

g

0

+ b

1

g

1

o�u h i d�esigne la dualit�e mesure-fonction usuelle.

De�nition 2 On note

e

T : G

0

!

e

G l'application qui �a b associe

e

Tb =

�

y 7!

Z

b

m

(dz) (z � y)

+

�

et T : G

0

!

e

G l'application

Tb =

�

y 7!

Z

b

m

(dz) (y � z)

+

�

On remarque

�

e

Tb

�

0

= hb

m

; Idi ,

�

e

Tb

�

1

= 0; (Tb)

0

= 0; (Tb)

1

= hb

m

; 1i :

Soit b 2 D (B) : On a �a cause des hypoth�eses de Markov et de martingale:

hhBb; 1 ii = hhBb; Id ii = 0

et compte tenu de (x� :)

+

� (:� x)

+

= x� :

DD

Bb; (x� :)

+

EE

=

DD

Bb; (:� x)

+

EE

On remarque que x 7!

DD

Bb; (x� :)

+

EE

est C

0

: De plus:

DD

Bb; (x� :)

+

EE

=

D

(Bb)

m

; (x� :)

+

E

+ (Bb)

0

x

et par convergence domin�ee:

DD

Bb; (x� :)

+

EE

! 0 quand x! 0

+
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DD

Bb; (x� :)

+

EE

x

! h(Bb)

m

; 1 i+ (Bb)

0

= hhBb; 1 ii = 0 quand x!1

D�e�nissons maintenant un op�erateur C :

e

TD (B) +R +R Id � G! G par:

C

�

e

Tb+ �+ �Id

�

=

DD

Bb; (x� :)

+

EE

C est bien d�e�ni, d'�evidence lin�eaire, et s'annule sur les fonctions a�nes. On a aussi:

Lemme 13 C est de domaine dense, ie

e

TD (B) +R+R Id est dense dans G:

� En e�et, soit u 2 G

0

tel que

DD

u;

e

TD (B) +R+R Id

EE

= 0

soit

8b 2 D (B) ; (�; �) 2 R

2

DD

u;

e

Tb+ �+ � Id

EE

= 0

D

u

m

;

e

Tb

E

+ u

0

�

e

Tb

�

0

+ hhu; �+ � Id ii = 0

d'o�u

D

u

m

;

e

Tb

E

+ u

0

�

e

Tb

�

0

= 0

et

hhu; � + � Id ii = 0

Soit encore

hb

m

; Tui + u

0

hb

m

; Idi = 0

et

hu

m

; 1i+ u

0

= hu

m

; Idi+ u

1

= 0 (4.4)
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D'o�u

hb

m

; Tui � hu

m

; 1i hb

m

; Idi = 0

soit

hhb; Tuii � b

1

hu

m

; 1i � hb

m

; Idi hu

m

; 1i = 0

soit

hhb; Tu� hu

m

; 1i Idii = 0

et par densit�e w

�

de D (B) = D (A

�

) � D (A

�

) dans G

0

Tu = hu

m

; 1i Id

Mais ceci n'est possible que pour la fonction nulle, et donc

u

m

= 0

et par (4:4)

u

0

= 0 et u

1

= 0

D'o�u le r�esultat, par le th�eor�eme de Hahn-Banach. �

Voyons maintenant:

Lemme 14 Soit � tel qu'on ait (4:3) : Alors (C � �I)

�

e

TD (A

�

) +R +RId

�

est dense

dans G:

� Supposons l'existence de u 2 G

0

tel que

8b 2 D (A

�

) ; (�; �) 2 R

2

DD

u; (C � � Id)

�

e

T
b+ �+ � Id

�EE

= 0
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soit

DD

u; C

e

Tb

EE

= �

DD

u;

�

e

Tb+ �+ � Id

�EE

soit

DD

u; C

e

Tb

EE

= �

DD

u;

e

Tb

EE

et

hhu; � + � Id ii = 0

On a alors d'apr�es ce qui pr�ec�ede

DD

u;

e

Tb

EE

= hhb; Tu� hu

m

; 1i Idii

Mais

DD

u; C

e

Tb

EE

=

D

u

m

; C

e

Tb

E

=

D

u

m

(dx) ;

DD

Bb; (x� :)

+

EE E

et

D

u

m

(dx) ;

DD

Bb; (x� :)

+

EE E

=

D

u

m

(dx) ;

DD

Bb; (:� x)

+

EE E

=

DD

Bb;

D

u

m

(dx) ; (:� x)

+

E EE

soit

DD

u; C

e

Tb

EE

= hhBb; Tu ii

Compte tenu encore de

hhBb; Id ii = 0

on obtient

DD

u; C

e

Tb

EE

= hhBb; Tu� hu

m

; 1i Idii

et �nalement

DD

u; C

e

Tb

EE

= �

DD

u;

e

Tb

EE
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se r�e�ecrit

hhBb; Tu � hu

m

; 1i Idii = � hhb; Tu� hu

m

; 1i Idii

soit

hh(B � � Id) b; Tu � hu

m

; 1i Idii = 0

et l'on conclut commeplus haut, en utilisant cette fois la densit�ew

�

de (B � � Id)D (A

�

) =

(A

�

� � Id)D (A

�

) �

La derni�ere �etape est:

Lemme 15 Si Q v�eri�e (Conv) ; C v�eri�e le principe du maximum (4:2).

� On a

C

�

e

Tb

�

(x) =

DD

Bb; (x� :)

+

EE

=

DD

Bb; (:� x)

+

EE

= lim

t#0

**

(Q

�

t

� Id)

t

b; (:� x)

+

++

= lim

t#0

**

b;

(Q

t

� Id)

t

(:� x)

+

++

Notons

a

x

t

(y) =

(Q

t

� Id)

t

(:� x)

+

[y] =

C

Q

(y; x; t)� (y � x)

+

t

D'apr�es (2:5) et (2:6)

a

x

t

(y)

y

! 0 quand y !1 et a

x

t

(y)! 0 quand y ! 0

+

D'o�u

**

b;

(Q

t

� Id)

t

(:� x)

+

++

= hhb; a

x

t

(:) ii

= hb

m

; a

x

t

(:) i
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Utilisons maintenant les expressions

C

Q

(y; x; t) =

R

b

Q
(x; dz; t) (y � z)

+

+ y

h

1�

R

b

Q
(x; dz; t)

i

et

(y � x)

+

=

R

�

x

(dz) (y � z)

+

D'o�u

C

Q

(y; x; t)� (y � x)

+

=

R

b

Q (x; dz; t) (y � z)

+

�

R

�

x

(dz) (y � z)

+

+ y

h

1 �

R

b

Q (x; dz; t)

i

et

t hb

m

; a

x

t

(:) i

=

D

b

m

;

R

h

b

Q (x; dz; t)� �

x

(dz)

i

(:� z)

+

E

+

D

b

m

; Id

h

1�

R

b

Q (x; dz; t)

i E

=

R

h

b

Q (x; dz; t)� �

x

(dz)

i D

b

m

; (:� z)

+

E

+

h

1�

R

b

Q (x; dz; t)

i

hb

m

; Id i

Mais

D

b

m

; (:� z)

+

E

=

e

Tb (z)

et donc

t hb

m

; a

x

t

(:) i

=

R

h

b

Q (x; dz; t)� �

x

(dz)

i

e

Tb (z) +

h

1 �

R

b

Q (x; dz; t)

i

hb

m

; Id i

=

R

b

Q (x; dz; t)

e

Tb (z)�

e

Tb (x) +

h

1 �

R

b

Q (x; dz; t)

i

hb

m

; Id i

Soit maintenant �; � r�eels �x�es et x tel que

8z 2 [0;1]

e

Tb (z) + �+ �z

1 + z

�

e

Tb (x) + � + �x

1 + x
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En particulier on a pour z = 0

�

e

Tb

�

0

+ � �

e

Tb (x) + � + �x

1 + x

, hb

m

; Id i+ � �

e

Tb (x) + � + �x

1 + x

(4.5)

et pour z =1

�

e

Tb

�

1

+ � �

e

Tb (x) + � + �x

1 + x

, � �

e

Tb (x) + � + �x

1 + x

(4.6)

R�e�ecrivons maintenant

t hb

m

; a

x

t

(:) i

=

R

b

Q (x; dz; t) (1 + z)

 

e

Tb (z) + � + �z

1 + z

�

e

Tb (x) + �+ �x

1 + x

!

�

R

b

Q (x; dz; t) (� + �z)�

e

Tb (x) +

e

Tb (x) + �+ �x

1 + x

R

b

Q (x; dz; t) (1 + z)

+

h

1�

R

b

Q (x; dz; t)

i

hb

m

; Id i

On sait que

Z

b

Q (x; dz; t) (1 + z)

 

e

Tb (z) + � + �z

1 + z

�

e

Tb (x) + �+ �x

1 + x

!

� 0

Montrons que le terme qui reste est aussi n�egatif:

�

R

b

Q (x; dz; t) (� + �z)�

e

Tb (x) +

e

Tb (x) + �+ �x

1 + x

R

b

Q (x; dz; t) (1 + z)

+

h

1�

R

b

Q (x; dz; t)

i

hb

m

; Id i � 0

,

e

Tb (x) + �+ �x

1 + x

h

R

b

Q (x; dz; t) (1 + z)� (1 + x)

i

+ (�+ �x)

�

R

b

Q (x; dz; t) (� + �z) +

h

1�

R

b

Q (x; dz; t)

i

hb

m

; Id i � 0

,

"

e

Tb (x) + � + �x

1 + x

� (hb

m

; Id i+ �)

#

h

R

b

Q (x; dz; t)� 1

i

+

"

e

Tb (x) + � + �x

1 + x

� �

#

h

R

b

Q (x; dz; t) z � x

i

� 0
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Ce qui est vrai compte tenu de (4:5)et (4:6) et de

R

b

Q (x; dz; t) � 1

R

b

Q (x; dz; t) z � x

par cons�equent

C

�

e

Tb

�

(x)

1 + x

= lim

t#0

**

b;

(Q

t

� Id)

t

(:� x)

+

++

1 + x

= lim

t#0

hb

m

; a

x

t

(:) i

1 + x

� 0

d'o�u le r�esultat. �

Proposition 21 Soit Q markovien, martingalien, positif et fortement continu sur G qui

v�eri�e (Conv) et A

�

le dual du g�en�erateur in�nit�esimal de Q: L'op�erateur

C :

e

TD (A

�

) +R +R Id � G! G

e

Tb+ � + �Id 7!

�

x 7!

DD

A

�

b; (x� :)

+

EE�

est un pr�eg�en�erateur de semi-groupe de contractions positif sur G:

4.3 Th�eor�eme de caract�erisation.

La proposition suivante montre que le semi-groupe associ�e �a C est bien

b

Q:

Proposition 22 Soit Q markovien, martingalien, positif et fortement continu sur G et

A

�

le dual du g�en�erateur in�nit�esimal de Q: Supposons que l'op�erateur

C :

e

TD (A

�

) +R +R Id � G! G

e

Tb+ � + �Id 7!

�

x 7!

DD

A

�

b; (x� :)

+

EE�
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soit un pr�eg�en�erateur de semi-groupe de contractions positif sur G: Alors Q v�eri�e

(Conv) et le semi-groupe associ�e �a C est

b

Q .

� Soit R le semi-groupe associ�e �a C: Posons:

P

R

(z; x; t) = R

t

(x� :)

+

(z)

Soit b 2 D (A

�

) , z 2 R

+

�

�x�e, et

' (t) = hhb; C

Q

(:; z; t) ii =

DD

b

x

; Q

t

(:� z)

+

(x)

EE

(le x est l�a pour clari�er la situation).

Alors

'

0

(t) = hhA

�

b; C

Q

(:; z; t) ii

Soit

 (t) = hhb; P

R

(z; :; t) ii

=

DD

b

x

; R

t

(x� :)

+

(z)

EE

= R

t

h

e

Tb+ b

1

1

i

(z)

Alors

 

0

(t) = R

t

hDD

(A

�

b)

x

; (x� :)

+

EEi

(z)

= hhA

�

b; P

R

(z; :; t)ii

Posons maintenant

h (t) = C

Q

(:; z; t)� P

R

(z; :; t)

(fonctions �a valeurs dans le Banach G).

Evidemment h (0) = 0 et l'on a

8b 2 D (A

�

)

d

dt

hhb; h (t) ii = hhA

�

b; h (t) ii
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Regardons la fonction:

s 2 [0; t] 7! Q

t�s

h (s)

Elle est nulle en 0 et

d

ds

hhb;Q

t�s

h (s) ii = �hhA

�

b;Q

t�s

h (s)ii + hhA

�

b;Q

t�s

h (s)ii = 0

d'o�u

hhb; h (t) ii = 0

et

h (t) = 0

On a donc

C

Q

(:; z; t) = P

R

(z; :; t)

et l'on aurait pu montrer aussi

P

Q

(:; z; t) = C

R

(z; :; t)

D'o�u R =

b

Q �

On d�eduit de cette proposition et de la partie pr�ec�edente:

Theoreme 16 Soit Q markovien, martingalien, positif et fortement continu sur G et

A

�

le dual du g�en�erateur in�nit�esimal de Q: Q propage la convexit�e si et seulement si

l'op�erateur

C :

e

TD (A

�

) +R +R Id � G! G

e

Tb+ � + �Id 7!

�

x 7!

DD

A

�

b; (x� :)

+

EE�

v�eri�e le principe du maximum (4:2) et alors C =

b

A:
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4.4 Une d�ecomposition type L�evy-Kintchine.

On suppose, dans tout ce paragraphe, que Q est un semi-groupe markovien, martingalien,

positif et fortement continu sur G; de g�en�erateur A:

Notant dx la mesure de Lebesgue sur R

�

+

et D = C

0

1

�

R

�

+

�

; on suppose en outre

M = f�

f

= �

f

(dx) = f (x) dx ; f 2 Dg � D (A

�

)

On cherche �a donner une forme de repr�esentation de A (de A

�

en fait) caract�erisant la

propagation de la convexit�e.

Theoreme 17 On consid�ere les conditions suivantes:

(P1) Pour tout x > 0 il existe un r�eel � (x) � 0 et une fonction a

x

de R

�

+

dans

R

+

; convexe croissante sur ]0; x[ avec limite nulle en 0; convexe d�ecroissante sur ]x;1[ ;

localement int�egrable sur R

�

+

, tels qu'on ait

8f 2 D

DD

A

�

�

f

; (:� x)

+

EE

= � (x) f (x) +

Z

f (y) a

x

(y) dy

(P2) A

�

est la fermeture ��faible de A

�

jM

:

Alors, si Q v�eri�e (Conv) on a (P1) : Si Q v�eri�e (P1) et (P2) alors Q v�eri�e (Conv)

et

b

A est la fermeture de l'op�erateur C d�e�ni sur

e

TM+R +RId par

CF (z) = � (z)F

00

(z) +

Z

F

00

(y) a

z

(y) dy

� On a pour x �x�e

DD

A

�

�

f

; (:� x)

+

EE

= lim

t#0

**

�

f

;

(Q

t

� Id)

t

(:� x)

+

++

= lim

t#0

Z

f (y)

Q

t

(:� x)

+

[y]� (y � x)

+

t

dy

Mais si Q v�eri�e (Conv) Q

t

(:� x)

+

[y]� (y � x)

+

� 0 et f 7!

DD

A

�

�

f

; (:� x)

+

EE

est
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une distribution positive sur R

�

+

, ie une mesure de Radon positive qu'on note �

x

: De plus

y 7!

Q

t

(:� x)

+

[y]� (y � x)

+

t

= a

x

t

(y)

est convexe sur ]x;1[ et ]0; x[. a

x

t

(:) converge au sens des distributions sur R

�

+

vers �

x

,

a

x 00

t

(:) vers la d�eriv�ee seconde distribution �

00

x

de �

x

, a

x 00

t

(:) est une mesure de Radon

positive sur R

�

+

n fxg, �

00

x

aussi et �

x

est une fonction convexe sur ]0; x[ et ]x;1[ qu'on

note a

x

(:). a

x

t

(:) est positive, d�ecroissante sur ]x;1[ et croissante sur ]0; x[ et a

x

(:) aussi.

De a

x

t

(0

+

) = 0 on d�eduit ais�ement a

x

(0

+

) = 0: �

x

�etant de Radon a

x

(:) est int�egrable

au voisinage de x:

En�n f 7! �

x

(f)�

R

f (y) a

x

(y) dy est une distribution positive concentr�ee en fxg et

par suite de la forme � (x) �

x

avec � (x) � 0:

Si Q v�eri�e (P1) et (P2) soit l'op�erateur C du th�eor�eme. Montrons qu'il satisfait le

principe du maximum (4:2) :

Soit (�; �) 2 R

2

, f 2 D et F =

e

T�

f

+ � + �Id. Il faut v�eri�er

CF (x)

1 + x

� 0 pour

x 2 [0;1] tel que 8z 2 [0;1]

F (x)

1 + x

�

F (z)

1 + z

(4.7)

On a CF (x) =

DD

A

�

�

F

00

; (:� x)

+

EE

et l'on a vu

lim

x"1

**

A

�

�

F

00

;

(:� x)

+

1 + x

++

= 0

lim

x#0

DD

A

�

�

F

00

; (:� x)

+

EE

= 0

et

CF (x)

1 + x

= 0 pour x = 0 ou x =1 . Pour x 2 R

�

+

on va utiliser l'�ecriture:

Pour y > x

a

x

(y) = a

x

(1) +

R

1

y

(z � y)a

x 00

(dz)
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Pour 0 < y < x

a

x

(y) = a

x 0

(0

+

) y +

R

y

0

+

(y � z) a

x 00

(dz)

(ceci �a cause de a

x

(0

+

) = 0).

D'o�u, la locale int�egrabilit�e de a

x

permettant d'utiliser Fubini:

CF (x) = � (x) f (x) +

R

f (y) a

x

(y) dy

= � (x)F

00

(x) +

R

y<x

[a

x 0

(0

+

) y +

R

y

0

+

(y � z) a

x 00

(dz)]F

00

(y) dy

+

R

y>x

h

a

x

(1) +

R

1

y

(z � y) a

x 00

(dz)

i

F

00

(y) dy

= � (x)F

00

(x) +

R

R

�

+

nfxg

a

x 00

(dz) [F (z)� F (x)� (z � x)F

0

(x)]

�a

x

(1) [F

0

(x)� �] + a

x 0

(0

+

) [F (0)� F (x) + xF

0

(x)]

Mais bien sûr la condition (4:7) donne au voisinage de x

 

F (z)

1 + z

!

0

z=x

= 0 et

 

F (z)

1 + z

!

00

z=x

� 0

soit

F

0

(x) =

F (x)

1 + x

et F

00

(x) � 0

et en z =1

F (x)

1 + x

� lim

z"1

F (z)

1 + z

= �
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On a donc F

00

(x) � 0 et F

0

(x)� � � 0 et aussi pour z � 0

F (z)� F (x)� (z � x)F

0

(x)

=

F (z)

1 + z

(1 + z)� F (x)� (z � x)F

0

(x)

�

F (x)

1 + x

(1 + z)� F (x)� (z � x)F

0

(x)

= F (x)

"

(1 + z)

1 + x

� 1�

(z � x)

1 + x

#

= F (x)

"

(1 + z)� (1 + x)� (z � x)

1 + x

#

= 0

Finalement

CF (x) � 0

En�n (P2) entrâ�ne que la fermeture C de C est une extension de l'op�erateur construit

dans le paragraphe pr�ec�edent. Mais C satisfait aussi le principe du maximum, d'o�u le

r�esultat via le th�eor�eme 16.�

4.5 Cas des g�en�erateurs born�es.

On suppose que Q est un semi-groupe markovien, martingalien, positif et fortement

continu sur G; de g�en�erateur A; qui v�eri�e (Conv) :

Si F � D (A) on pose pour tout x 2 R

�

+

a (x; :)

G

= lim

t#0

Q

t

(:� x)

+

[:]� (:� x)

+

t

D'apr�es ce qui pr�ec�ede a (x; :) est nulle en 0, convexe croissante sur [0; x], convexe

d�ecroissante positive sur [x;1[ et continue au point x (les fonctions de G sont continues).

Si de plus F � D

�

b

A

�

les fonctions a (:; z), z 2 R

�

+

v�eri�ent les mêmes propri�et�es par

dualit�e call-put.

On suppose dor�enavant A born�e. Alors F � D (A) = G.
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A

�

est aussi born�e et par la construction du premier paragraphe D

�

b

A

�

�

e

G � F:

Soit f 2 D: Alors f (:) =

R

(:� y)

+

f

00

(y)dy, f est limite dans G des fonctions

R

(:� y)

+

f

00

�

kT

N

�

1

�

y 2

h

kT

N

;

(k+1)T

N

h�

dy pour supp(f) � [0; T ] et par continuit�e de A on

a Af (x) =

R

a (y; x)f

00

(y) dy = hf (:) ; a

00

(:; x)i au sens des distributions de R

�

+

:

D'o�u

Af (x) =

*

f (:)

(1 + :)

; (1 + :) a

00

(:; x)

+

et

kAfk � kAk kfk

, sup

x2R

�

+

�

�

�

�

�

*

f (:)

(1 + :)

;

(1 + :)a

00

(:; x)

(1 + x)

+

�

�

�

�

�

� kAk sup

z2R

�

+

�

�

�

�

�

f (z)

(1 + z)

�

�

�

�

�

Mais f 2 D ,

f

1 + Id

2 D et �nalement

8g 2 D sup

x2R

�

+

�

�

�

�

�

*

g (:) ;

(1 + :) a

00

(:; x)

(1 + x)

+
�

�

�

�

�

� kAk sup

z2R

�

+

jg (z)j

On en tire:

�Pour tout x 2 R

�

+

:

(1 + :)a

00

(:; x)

(1 + x)

est une mesure de Radon sur R

�

+

; mais

Z

b

+

a

+

(1 + u) a

00

(du; x) = [(1 + u) a

0

(u; x)� a (u; x)]

b

a

et en faisant a = x; b > x puis a < x; b " x on obtient que a

0

(x

+

; x) et a

0

(x

�

; x) sont

�nies.

On a aussi lim

z"1

R

z

+

x

+

(1 + u) a

00

(du; x) < 1, et l'on sait d�eja a (z; x) # a (1; x) et

-a

0

(z; x) # 0: On obtient donc 9 lim

z"1

za

0

(z; x) : Cette limite est n�ecessairement nulle,

sinon a (z; x) serait en log (z) �a l'in�ni.

�Le fait que la majoration est uniforme en x donne sup

x2R

�

+

a

0

(x

�

; x) <1; sup

x2R

�

+

-a

0

(x

+

; x) <1:
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R�eciproquement, soit une famille de fonctions a de R

�2

+

dans R

+

qui v�eri�e:

(i) Pour tout x 2 R

�

+

a (x; :) et a (:; x) sont nulles en 0, convexes croissantes sur [0; x],

convexes d�ecroissantes positives sur [x;1[ et continues au point x:

(ii) sup

x2R

�

+

a

0

(x

�

; x) <1; sup

x2R

�

+

-a

0

(x

+

; x) <1

(iii) Pour tout x 2 R

�

+

lim

z"1

za

0

(z; x) = 0:

A cause de (i) et (ii) pour tout x 2 R

�

+

a

00

(:; x) est une mesure. Soit l'op�erateur A d�e�ni

sur D +R +R Id par

Af (x) =

Z

f (y) a

00

(dy; x) + f

0

a

0

�

0

+

; x

�

+ f

1

a (1; x)

Alors Af (x) =

R

a (y; x) f

00

(y)dy et l'on v�eri�e Af 2 G; Af

0

= Af

1

= 0 et aussi

A (R+R Id) = 0:

De plus

Af (x) = (1 + x)

*

f (:)

(1 + :)

;

(1 + :) a

00

(:; x)

(1 + x)

+

+ f

0

a

0

�

0

+

; x

�

+ f

1

a (1; x)

et

�

�

�

�

�

Af (x)

(1 + x)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

*

f (:)

(1 + :)

;

(1 + :) a

00

(:; x)

(1 + x)

+
�

�

�

�

�

+

a

0

(0

+

; x)

(1 + x)

jf

0

j+

a (1; x)

(1 + x)

jf

1

j

�

1

(1 + x)

"

R

x

�

0

+

�

�

�

�

�

f (u)

(1 + u)

�

�

�

�

�

(1 + u) a

00

(du; x) +

R

1

x

+

�

�

�

�

�

f (u)

(1 + u)

�

�

�

�

�

(1 + u) a

00

(du; x)

#

+

�

�

�

�

�

f (x)

(1 + x)

�

�

�

�

�

[a

0

(x

�

; x)� a

0

(x

+

; x)] +

a

0

(0

+

; x)

(1 + x)

jf

0

j+

a (1; x)

(1 + x)

jf

1

j

� kfk

2

4

R

x

�

0

+

(1 + u) a

00

(du; x) +

R

1

x

+

(1 + u) a

00

(du; x)

(1 + x)

+ a

0

(x

�

; x)� a

0

(x

+

; x)

+

a

0

(0

+

; x)

(1 + x)

+

a (1; x)

(1 + x)

#

= 2 kfk [a

0

(x

�

; x)� a

0

(x

+

; x)]

O�u l'on a utilis�e (iii) : A cause de (ii) A s'�etend �a G tout entier.
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Il reste �a remarquer que A v�eri�e le principe du maximum �a cause de l'hypoth�ese (i) ;

comme on l'a vu plus haut. Sa fermeture aussi, et l'op�erateur A est donc un g�en�erateur

in�nit�esimal born�e de semi-groupe positif, markovien et martingalien de G propageant

la convexit�e.

On a donc montr�e:

Proposition 23 Une famille de fonctions a de R

�2

+

dans R

+

d�e�nit un g�en�erateur in-

�nit�esimal born�e d'un semi-groupe positif, markovien et martingalien de G propageant la

convexit�e par

A (:� x)

+

[y] = a (x; y)

si et seulement si les propri�et�es (i) (ii) (iii) sont v�eri��ees.

Remarque 18 Les propri�et�es (ii) et (iii) ne sont pas sym�etriques en A et

b

A et l'on a

de plus G = D

�

b

A

�

si et seulement si

d

(ii) sup

x2R

�

+

a

0

y

(x; x

�

) <1; sup

x2R

�

+

-a

0

y

(x; x

+

) <1

d

(iii) Pour tout x 2 R

�

+

lim

z"1

za

0

y

(x; z) = 0:
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Chapter 5

EXEMPLES ET APPLICATIONS

5.1 Cas des semi-groupes de convolution.

Supposons que Q soit associ�e �a un processus de Markov S strictement positif tel que

8s < t S

t

= S

s

M

s;t

o�u M

s;t

est int�egrable et ind�ependant de S

s

:

Il est �evident que la convexit�e se propage, et il s'agit d'expliciter le semi-groupe call-

put dual. L'hypoth�ese martingale se traduit par

8s; t E [M

s;t

] = 1

Soit m (dz; s; t) la loi de M

s;t

sur R

�

+

:

Pour f mesurable positive

E [f(S

t

) j S

s

= x] = E [f(xM

s;t

)]

=

R

m (da; s; t) f(xa)

=

R

(�

x

�m) (dy; s; t) f(y)
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o�u (�

x

�m) est la loi image de m par y 7! xy . La loi conditionnelle S

t

sachant S

s

est

q (x; dy; s; t) = (�

x

�m) (dy; s; t) : En particulier

C

Q

(x; z; s; t) =

R

y�z

q (x; dy; s; t) (y � z) dy

=

R

y�z

(�

x

�m) (dy; s; t) (y � z) dy

Posons u =

y

x

C

Q

(x; z; s; t) =

Z

u�

z

x

m (du; s; t) (xu� z)

Et

@

d

C

Q

(x; z; s; t)

@x

=

R

u�

z

x

m (du; s; t)u

=

R

v�x

z

v

(�

z

�m) (dv; s; t)

o�u (�

z

�m) est la loi image de m par u 7!

z

u

et par suite

@

2

C

Q

(dx; z; s; t)

@x

2

=

z

x

(�

z

�m) (dx; s; t)

Par hypoth�ese (H0)

0

est v�eri��ee et d'apr�es la proposition 7 on a (Bords ). Quid de

(BordsDual) ?

C

Q

(x; z; s; t)� x

@

d

C

Q

(x; z; ; t)

@x

=

R

u�

z

x

m (du; s; t) (xu� z)� x

R

u�

z

x

m (du; s; t)u

= �

R

u�

z

x

m (du; s; t) z

= �z

R

u�

z

x

m (du; s; t)

et

R

u�

z

x

m (du; s; t)! 1 quand x!1, (BordsDual) est v�eri��ee.

Proposition 24 Supposons que Q soit associ�e �a un processus de Markov strictement
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positif S tel que:

8 s < t S

t

= S

s

M

s;t

avec M

s;t

int�egrable, ind�ependant de S

s

et E [M

s;t

] = 1:

Soit m (dz; s; t) la loi de M

s;t

sur R

�+

:

Alors q (x; dy; s; t) = (�

x

�m) (dy; s; t) et

b

q (z; dx; s; t) =

z

x

(�

z

�m) (dx; s; t) o�u (�

x

�m)

et (�

z

�m) sont les lois images de m par y 7! xy et y 7!

z

y

.

A cause de

R

m (dz; s; t) =

R

zm (dz; s; t) = 1 on note

Corollaire 19 Les mesures

dx

x

et

dx

x

2

sont invariantes par Q.

Exemple 20 (Mod�ele de Black-Scholes).

Dans le cas de la di�usion exponentielle

dS

t

= aS

t

dB

t

on a

S

t

= S

s

exp

 

a (B

t

�B

s

)�

a

2

2

(t� s)

!

et l'on peut calculer explicitement m; Q;C

Q

; :::

Dans la suite, on notera

BS

a

(x; y; t)

la fonction call correspondante.

Par la proposition 24 elle v�eri�e (Bords ) et (BordsDual) et par les propositions 24

et 9 elle est C

2

en x et en y:

On a en fait

b

Q = Q: On peut bien sûr le v�eri�er par un calcul direct. On peut aussi

remarquer

E

h

(S

t

� y)

+

j S

s

= x

i

= E

"

S

t

S

s

�

S

s

�

S

s

S

t

y

�

+

j S

s

= x

#

= E

�

exp

�

aB

t�s

�

a

2

2

(t� s)

� �

x� exp

�

�aB

t�s

+

a

2

2

(t� s)

�

y

�

+

�
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Par le th�eor�eme de Girsanov, sous la probabilit�e

e

P = exp

�

aB

t�s

�

a

2

2

(t� s)

�

P (o�u P

est la loi de S)

e

B = B: � hB; aBi : = B: � a

R

:

0

du est un MVB, �aB

t�s

+

a

2

2

(t� s) =

�a (B

t�s

� a (t� s))�

a

2

2

(t� s) = �a

e

B

t�s

�

a

2

2

(t� s) d'o�u

E

h

(S

t

� y)

+

j S

s

= x

i

= E

e

P

�

�

x� y exp

�

�a

e

B

t�s

�

a

2

2

(t� s)

��

+

�

= E

�

�

x� y exp

�

aB

t�s

�

a

2

2

(t� s)

��

+

�

= E

h

(x� S

t

)

+

j S

s

= y

i

5.2 Un exemple �a temps discret.

Soient 2 fonctions continues �

+

; �

�

: R

�+

! R

�+

telles que:

(i) 8x �

+

(x) � �

�

(x) et�

+

(x) + �

�

(x) = 2x

(ii) 9K

�

> 0; K

+

<1 tels que 8x �

+

(x) < K

+

x et �

�

(x) > K

�

x

(5.1)

Soit 0 < � �

1

2

et l'op�erateur T

�

: C

0

! C

0

f 7! (x 7! T

�

f (x) = (1� 2�) f (x) + � [f (�

+

(x)) + f (�

�

(x))])

Il est �evident que T

�

est markovien, martingalien, et positif.

On a T

�

(:� y)

+

(x) = x�y d�es que �

�

(x) � y, ce qui ne pose pas de probl�eme grâce

�a (ii) ; et T

�

(:� y)

+

(x) = 0 d�es que �

+

(x) � y . T

�

v�eri�e (Bords), (BordsDu�l) :

On pose

Q

n;n+p

f (x) = T

p

�

f (x)

et

C

Q

(x; y;n; n+ p) = Q

n;n+p

(:� y)

+

(x)
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Une condition su�sante pour la propagation de la convexit�e est:

�

+

convexe

En e�et il su�t de montrer que les calls sont convexes, �a cause de la parit�e call-put. Mais

T (:� y)

+

(x) = (1 � 2�) (x� y)

+

+ � (�

+

(x)� y)

+

+ � (�

�

(x)� y)

+

= 0 pour �

+

(x) � y

= � (�

+

(x)� y) pour x � y � �

+

(x)

= (1 � 2�) (x� y) + � (�

+

(x)� y) pour �

�

(x) � y � x

= x� y pour �

�

(x) � y

est convexe sur chacun des intervalles, et de pente croissante (�a cause de (1� 2�) x +

��

+

(x) = x� ��

�

(x) � x pour l'avant-dernier intervalle).

Cette condition est-elle n�ecessaire?

Soit x tel que x < �

+

(x) et y tel que x < y < �

+

(x) : Par continuit�e de �

+

il y a

un intervalle V

x

contenant x tel que V

x

< y < �

+

(V

x

) et pour z 2 V

x

T (:� y)

+

(z) =

� (�

+

(z)� y); une premi�ere condition n�ecessaire est que �

+

soit convexe croissante sur

un voisinage de chaque point x qui v�eri�e x < �

+

(x) :

Soit z

min

(x) = sup fz < x = �

+

(z) = zg si cet ensemble est non vide et 0 sinon (on

notera �

+

(0) = 0 la limite de �

+

en 0), z

max

(x) = inf fz > x = �

+

(z) = zg si cet ensem-

ble est non vide et1 sinon. Alors �

+

est convexe croissante sur ]z

min

(x) ; z

max

(x)[ : On a

n�ecessairement z

max

(x) =1 : en e�et par convexit�e

�

+

(z)� �

+

(x)

z � x

�

�

+

(z

max

)� �

+

(x)

z

max

� x

pour z 2 ]z

min

(x) ; x[ ; en particulier

�

+

(z

min

)� �

+

(x)

z

min

� x

�

�

+

(z

max

)� �

+

(x)

z

max

� x

mais

�

+

(z

min

)

= z

min

et pour z

max

(x) <1 on a �

+

(z

max

) = z

max

; d'o�u �

+

(x) (z

min

� z

max

) � x (z

min

� z

max

)

qui contredit z

min

< z

max

et �

+

(x) > x:

On a donc pour z < z

min

(x) et �

+

(z) > z z

max

(z) =1 et par suite �

+

(z) = z pour
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z < z

min

(x) :

Finalement �

+

est n�ecessairement convexe.

Proposition 25 Soient 2 fonctions �

+

; �

�

continues qui v�eri�ent (5:1) ; 0 < � �

1

2

et

T

�

: C

0

! C

f 7! (x 7! T

�

f (x) = (1� 2�) f (x) + � [f (�

+

(x)) + f (�

�

(x))])

T

�

propage la convexit�e si et seulement si �

+

est convexe:

Calculons la densit�e du semi-groupe call-put dual. �

+

et �

�

sont n�ecessairement

strictement croissantes, et �

�1

+

et �

�1

�

sont bien d�e�nies; �

0

+

et �

0

�

d�esignent des d�eriv�ees

�a droites.

b

Q (y; dx;n; n+ 1)

= (1� 2�) �

y

(dx)

+��

0

+

�

�

�1

+

(y)

�

�

�

�1

+

(y)

(dx) + �1

�

x > �

�1

+

(y)

�

�

00

+

(dx)

+��

0

�

�

�

�1

�

(y)

�

�

�

�1

�

(y)

(dx) + �1

�

x > �

�1

�

(y)

�

�

00

�

(dx)

(5.2)

O�u l'on a en fait

�

00

+

(dx) + �

00

�

(dx) = 0

V�eri�ons par exemple

Z

b

Q (y; dx;n; n+ 1) = 1
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On a

R

b

Q (y; dx;n; n+ 1)

= (1� 2�) + ��

0

+

�

�

�1

+

(y)

�

+ �

R

x>�

�1

+

(y)

�

00

+

(dx)

+��

0

�

�

�

�1

�

(y)

�

+ �

R

x>�

�1

�

(y)

�

00

�

(dx)

= (1� 2�) + ��

0

+

�

�

�1

+

(y)

�

+ ��

0

�

�

�

�1

�

(y)

�

+�

R

�

�1

�

(y)�x>�

�1

+

(y)

�

00

+

(dx)

= (1� 2�) + ��

0

+

�

�

�1

+

(y)

�

+ ��

0

�

�

�

�1

�

(y)

�

+�

h

�

0

+

�

�

�1

�

(y)

�

� �

0

+

�

�

�1

+

(y)

�i

= (1� 2�) + �

h

�

0

�

�

�

�1

�

(y)

�

+ �

0

+

�

�

�1

�

(y)

�i

et l'on conclut via �

0

+

+ �

0

�

= 2:

5.3 Le cas des di�usions.

Pour simpli�er les notations, on se restreint aux cas homog�ene en temps.

Soit l' e.d.s.

dS

t

= � (S

t

)S

t

dB

t

(5.3)

On suppose dans toute la suite

� (I0)

9�; � 0 < � � � (:) � � <1

et � (:) mesurable.

5.3.1 Rappels.

Dans l'optique de donner des r�esultats aussi g�en�eraux que possibles, on prend comme

point de d�epart la formulation solution au probl�eme de martingales de [SV]:

Le premier travail consiste �a se ramener �a une e.d.s. de type

dX

t

= � (X

t

) dB

t

+ � (X

t

) dt (5.4)
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avec � et � convenables, qui est l'objet �etudi�e usuellement dans la litt�erature.

Soit X

t

= ln (S

t

) : Par la formule d'Ito

dX

t

=

dS

t

S

t

+

1

2

 

�

1

S

2

t

d hSi

t

!

= � (S

t

) dB

t

+

1

2

 

�

1

S

2

t

�

2

(S

t

)S

2

t

dt

!

= � (S

t

) dB

t

�

1

2

�

2

(S

t

) dt

et

dS

t

= � (S

t

)S

t

dB

t

; S

t

= exp (X

t

)

,

dX

t

= � � exp (X

t

) dB

t

�

1

2

[� � exp (X

t

)]

2

dt; X

t

= ln (S

t

)

Sous (I0) � � exp est mesurable, uniform�ement elliptique, born�ee,

1

2

[� � exp]

2

est

mesurable born�ee. On rappelle le r�esultat:

Lemme 21 [SV][KAR] Soit une E.D.S. du type (5:4) avec � mesurable, uniform�ement

elliptique, born�ee et � mesurable born�ee. Alors il y a existence et unicit�e en loi.

Si l'on note Q

x

la loi de la solution issue de x �a l'instant 0; Q

x

est l'unique solution

au probl�eme martingale

8' 2 C

0

1

(R) ' (X

t

)�

Z

t

0

(L') (X

u

) du

est une martingale, avec L =

1

2

[� (x)]

2

@

2

@x

2

� � (x)

@

@x

:

De plus

8f 2 C

b

x 7! E

x

[f (X

t

)]

est mesurable.

En�n X a la propri�et�e de Markov forte par rapport �a la �ltration canonique sur

C (R

+

; R).
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On en d�eduit par image par x 7! exp (x) que la loi de S est l'unique solution au

probl�eme de martingales sur R

�

+

associ�e �a l'op�erateur

1

2

� (x)

2

x

2

@

2

@x

2

, et que S a la

propri�et�e de Markov forte par rapport �a la �ltration canonique sur C

�

R

+

; R

�

+

�

. On note

dor�enavant P

x

la loi de S issue de x �a l'instant 0:

Il est �evident que S est une martingale locale continue, et une vraie martingale �a

cause de la bornitude de �: Elle admet un temps local, en particulier. On note L

t

a

le

temps local �a l'instant t au niveau a:

D'autre part on a la repr�esentation exponentielle

S

t

= S

0

exp

�

Z

t

0

� (S

s

) dB

s

�

1

2

Z

t

0

�

2

(S

s

) ds

�

(5.5)

et donc

8 (x; y) 2 R

�2

+

; 0 < t

C

Q

(x; y; t) = E

x

"

�

x exp

�

Z

t

0

� (S

s

) dB

s

�

1

2

Z

t

0

�

2

(S

s

) ds

�

� y

�

+

#

On en d�eduit

Lemme 22 8 (x; y) 2 R

�2

+

; 0 < t

BS

�

(x; y; t) � C

Q

(x; y; t) � BS

�

(x; y; t)

� On travaille dans la �ltration F dans laquelle est d�e�nie la solution de l'e.d.s. Soit

le temps d'arrêt T

t

d�e�ni par t =

R

T

t

0

�

2

(S

s

) ds et �

t

= T

�1

t

: On a �

2

T

t

� t � �

2

T

t

,

�

2

t � �

t

� �

2

t . On note

e

F

t

= F

T

t

: Le processus

e

B: =

Z

T:

0

� (S

s

) dB

s
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est un

e

F�mouvement brownien et

C

Q

(x; y; t) = E

x

�

�

x exp

�

e

B

�

t

�

1

2

�

t

�

� y

�

+

�

= E

x

�

E

x

�

�

x exp

�

e

B

�

t

�

1

2

�

t

�

� y

�

+

j

e

F

�

2

t

��

Mais �a cause de (2:2) et de E

x

h

exp

�

e

B

�

t

�

1

2

�

t

�

j

e

F

�

2

t

i

= exp

�

e

B

�

2

t

�

1

2

�

2

t

�

E

x

"

�

x exp

�

e

B

�

t

�

1

2

�

t

�

� y

�

+

j

e

F

�

2

t

#

�

�

x exp

�

e

B

�

2

t

�

1

2

�

2

t

�

� y

�

+

e

B

�

2

t

(d)

= �

e

B

t

et

C

Q

(x; y; t) � E

x

"

�

x exp

�

�

e

B

t

�

1

2

�

2

t

�

� y

�

+

#

= BS

�

(x; y; t)

De même

BS

�

(x; y; t) = E

x

�

E

x

�

�

x exp

�

e

B

�

2

t

�

1

2

�

2

t

�

� y

�

+

j

e

F

�

t

��

� E

x

�

E

x

�

�

x exp

�

e

B

�

t

�

1

2

�

t

�

� y

�

+

��

= E

x

�

�

x exp

�

e

B

�

t

�

1

2

�

t

�

� y

�

+

�

= C

Q

(x; y; t)

�

Le lemme 22 et la propri�et�e de domination du chapitre pr�ec�edent donnent (Bords)

et (BordsDu�l) :

Lemme 23 Si T

y

d�esigne le temps d'atteinte par S du niveau y on a

8 (x; y) 2 R

�2

+

P

x

[T

y

<1] > 0

lim

y"1

T

y

= 1 P

x

-p.s

lim

y#0

T

y

= 1 P

x

-p.s.

� En e�et pour y > x et t > 0 P

x

[T

y

< t] = 0 ) C

Q

(x; y; t) = 0 ) BS

�

(x; y; t) = 0
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et pour y � x P

x

[T

y

< t] = 0 ) P

Q

(x; y; t) = 0 ) BS

�

(y; x; t) = 0 .

Les 2 autres propri�et�es d�ecoulent directement de la continuit�e P

x

-p.s des trajectoires

et de la dur�ee de vie in�nie du processus. �

On est exactement dans le cadre des processus de Markov lin�eaires continus

"ind�ecomposables" de ([RY] ch 7 x3) ; dont on garde les notations.

0 est point fronti�ere naturelle. S �etant une martingale sa fonction d'�echelle s est

l'identit�e. La caract�erisation du g�en�erateur in�nit�esimal �etendu ([RY] th�eor�eme 3.12 )

donne pour f 2 D

A

f

0

(x

2

)� f

0

(x

1

) =

Z

x

2

x

1

Af (y)m (dy)

o�u m est la mesure de vitesse de S. Mais �a cause de la caract�erisation martingale

A =

1

2

� (x)

2

x

2

@

2

@x

2

et par suite m (dy) =

2dy

� (y)

2

y

2

.

On se convainc facilement que la transformation de Girsanov de l'exemple 20 ne donne

rien, car on n'a plus l'ind�ependance des acroissements. On va voir qu'on a cependant

encore

b

Q = Q. Ceci s'explique par la caract�erisation in�nit�esimale de la dualit�e call-put:

Af (x) =

1

2

� (x)

2

x

2

f

00

(x)

d'o�u

A

�

g (x) =

1

2

@

2

@x

2

�

� (x)

2

x

2

g (x)

�

et

A

�

g

00

(x) =

@

2

@x

2

�

1

2

� (x)

2

x

2

g

00

(x)

�

= (Ag (x))

00

Mais l'on doit avoir

A

�

g

00

(x) =

�

b

Ag (x)

�

00

et A est un bon candidat pour

b

A:
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On va montrer

b

Q = Q en utilisant la sym�etrie du semi-groupe par rapport �a sa mesure

de vitesse, et le lien entre le g�en�erateur in�nit�esimal (li�e �a la mesure de vitesse par la

formule de Feller) et le temps local de S: On verra ensuite une d�emonstration purement

in�nit�esimale.

5.3.2 Sym�etrie du semi-groupe.

De la formule ([RY] corollaire 3.8), pour x 2 ]a; b[ et f bor�elienne positive:

E

x

"

Z

T

a

^T

b

0

f (S

t

) dt

#

=

Z

]a;b[

G

a;b

(x; y)f (y)m (dy)

o�u

G

a;b

(x; y) =

(x� a) (b� y)

(b� a)

pour x � y

=

(y � a) (b� x)

(b� a)

pour x � y

et de lim

y"1

T

y

= lim

y#0

T

y

=1 P

x

-p.s on tire l'expression du noyau potentiel de S

Uf (x) = E

x

�

Z

1

0

f (S

t

) dt

�

=

Z

R

�

+

x ^ y f (y)m (dy)

U est sym�etrique par rapport �a m: On peut passer �a la r�esolvante d�es que le noyau

potentiel est born�e ([RY] exercice 4.17), ce qui n'est pas le cas ici, mais l'hypoth�ese de

noyau potentiel propre su�t ([DM]) ; et U est clairement propre. On passe alors au semi-

groupe par transform�ee de Laplace (inverse) d�es que le processus est continu �a droite ou

�a gauche, et ici S est continu.

Lemme 24 Q est sym�etrique par rapport �a la mesure de vitesse m (dy) =

2dy

� (y)

2

y

2

.

5.3.3 Egalit�e de Q et

c

Q

Lemme 25 Les calls C

Q

(:; y; t) sont continus.
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� D'apr�es la remarque 4 il su�t de montrer que les calls sont croissants et les puts

d�ecroissants.

Soit 0 < x < z et y 2 R

�

+

�x�es. On utilise une m�ethode de couplage: on travaille sur

l'espace de probabilit�e produit de (
; F; (F

t

) ; P

x

) et (
; F; (F

t

) ; P

z

) o�u 
 = C

�

R

+

; R

�

+

�

et (F

t

) est la �ltration canonique. On note: (!

x

; !

z

) un point de 
�
, S

x

t

(!

x

) = !

x

(t),

S

z

t

= !

z

(t), T

g:

(!

x

) (resp.T

g:

(!

z

)) le temps d'atteinte de la courbe t 7! g (t) ; o�u g est

une fonction continue, par S

x

(!

x

) (resp. S

z

(!

z

)), et (F

N

F )

t

la �ltration canonique

de 
� 
:

Soit T

x;z

(!

x

; !

z

) = inf fu � 0 =S

x

u

(!

x

) = S

z

u

(!

z

)g : Alors T

x;z

est un temps d'arrêt

de la �ltration (F

N

F )

t

et T

x;z

(!

x

; !

z

) = T

S

z

:

(!

z

)

(!

x

) = T

S

x

:

(!

x

)

(!

z

) P

x

N

P

z

p.s.

C

Q

(x; y; t) = E

P

x

h

(S

t

� y)

+

i

= E

P

x

N

P

z

h

(S

x

t

� y)

+

i

= E

P

x

N

P

z

h

E

P

x

N

P

z

h

(S

x

t

� y)

+

j (F

N

F )

T

x;z

i

1

(T

x;z

<t)

i

+E

P

x

N

P

z

h

(S

x

t

� y)

+

1

(T

x;z

�t)

i

Les �egalit�es suivantes ayant lieu P

x

N

P

z

p.s., on a:

E

P

x

N

P

z

h

(S

x

t

� y)

+

j (F

N

F )

T

x;z

i

1

(T

x;z

<t)

= E

P

x

h

(S

t

� y)

+

j F

T

S

z

:

(!

z

)

(!

x

)

i

1

(T

x;z

<t)

= C

Q

�

S

x

T

S

z

:

(!

z

)

; y; t� T

S

z

:

(!

z

)

�

1

(T

x;z

<t)

= C

Q

(S

x

T

x;z

; y; t� T

x;z

) 1

(T

x;z

<t)

= C

Q

(S

z

T

x;z

; y; t� T

x;z

) 1

(T

x;z

<t)

= E

P

x

N

P

z

h

(S

z

t

� y)

+

j (F

N

F )

T

x;z

i

1

(T

x;z

<t)

o�u l'on a utilis�e S

x

T

x;z

= S

z

T

x;z

pour T

x;z

<1:
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D'o�u

C

Q

(x; y; t)� C

Q

(z; y; t)

= E

P

x

h

(S

t

� y)

+

i

� E

P

z

h

(S

t

� y)

+

i

= E

P

x

N

P

z

h

E

P

x

N

P

z

h

(S

x

t

� y)

+

j (F

N

F )

T

x;z

i

1

(T

x;z

<t)

i

+E

P

x

N

P

z

h

(S

x

t

� y)

+

1

(T

x;z

�t)

i

�E

P

x

N

P

z

h

E

P

x

N

P

z

h

(S

z

t

� y)

+

j (F

N

F )

T

x;z

i

1

(T

x;z

<t)

i

�E

P

x

N

P

z

h

(S

z

t

� y)

+

1

(T

x;z

�t)

i

= E

P

x

N

P

z

h�

(S

x

t

� y)

+

� (S

z

t

� y)

+

�

1

(T

x;z

�t)

i

A cause de la continuit�e des trajectoires, de la croissance de (:� y)

+

et de x < z;

(S

x

t

� y)

+

� (S

z

t

� y)

+

sur (T

x;z

� t) ; d'o�u C

Q

(x; y; t) � C

Q

(z; y; t) : Le même raison-

nement donne la d�ecroissance des puts. �

On d�eduit alors de la sym�etrie de Q

Lemme 26 8 (x; y) 2 R

�2

+

; 0 < t

E

x

h

L

t

y

i

= E

y

h

L

t

x

i

� Soit ' et  2 fonctions continues �a support compact de R

�

+

et t > 0 �x�e.

R R

' (x) (y)E

x

h

L

t

y

i

dxdy

=

R

' (x)E

x

h

R

 (y)L

t

y

dy

i

dx

=

R

' (x)E

x

h

R

t

0

 (S

s

) d hSi

s

i

dx

=

R

' (x)E

x

h

R

t

0

 (S

s

)� (S

s

)

2

S

2

s

ds

i

dx

=

R

' (x) dx

R

t

0

E

x

h

 (S

s

)� (S

s

)

2

S

2

s

i

ds

=

R

t

0

R

' (x)E

x

h

 (S

s

)� (S

s

)

2

S

2

s

i

dxds

=

R

t

0

R

� (x)

2

x

2

' (x)E

x

h

 (S

s

)� (S

s

)

2

S

2

s

i

dx

� (x)

2

x

2

ds

=

R

t

0

R

� (x)

2

x

2

' (x)Q

s

h

 (:)� (:)

2

:

2

i

(x)

dx

� (x)

2

x

2

ds

=

R

t

0

R

Q

s

h

' (:)� (:)

2

:

2

i

(x)� (x)

2

x

2

 (x)

dx

� (x)

2

x

2

ds
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et par le cheminement inverse

R R

 (x)' (y)E

x

h

L

t

y

i

dxdy =

R

t

0

R

Q

s

h

' (:)� (:)

2

:

2

i

(x)� (x)

2

x

2

 (x)

dx

� (x)

2

x

2

ds

On en tire l'�egalit�e de E

x

h

L

t

y

i

et E

y

[L

t

x

] presque sûrement par rapport �a la mesure de

Lebesgue sur R

�2

+

: Mais�a cause de la formule de Tanaka

1

2

E

x

h

L

t

y

i

= C

Q

(x; y; t)� (x� y)

+

, de la continuit�e des calls en y et du lemme pr�ec�edent, (x; y) 7! E

x

h

L

t

y

i

est continue et

l'�egalit�e a lieu partout. �

Theoreme 27 9

b

Q et

b

Q = Q.

� Par la formule de Tanaka

8 (x; y) 2 R

�2

+

; t > 0

E

x

h

L

t

y

i

= E

y

h

L

t

x

i

, C

Q

(x; y; t)� (x� y)

+

= C

Q

(y; x; t)� (y � x)

+

, C

Q

(x; y; t)� (x� y)

+

= P

Q

(y; x; t) + y � x� (y � x)

+

, C

Q

(x; y; t) = P

Q

(y; x; t) + y � x� (y � x)

+

+ (x� y)

+

, C

Q

(x; y; t) = P

Q

(y; x; t)

�

Corollaire 28 Si � est continue les calls C

Q

(:; y; t) sont C

1

:

� On sait d'apr�es [SV] que sous l'hypoth�ese � continue v�eri�ant (I0) Q admet

une densit�e q par rapport �a la mesure de Lebesgue sur R

�

+

: A cause de C

Q

(x; y; t) =

R

q (x; z; t) (z � y)

+

dz ceci entrâ�ne que les calls sont C

1

en y; donc en x �a cause de

Q =

b

Q: �
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5.3.4 Approche in�nit�esimale.

On va donner une d�emonstration purement analytique de

b

A = A.

Soit A l'op�erateur d�e�ni par

D (A) =

�

g 2 G =

1

2

�

2

(x)x

2

g

00

2 C

K

�

R

�

+

�

�

et Ag (x) =

1

2

�

2

(x)x

2

g

00

(x) ; o�u g

00

d�esigne la d�eriv�ee seconde distribution.

Lemme 29 D (A) est dense dans G:

� Soit b 2 G

0

tel que

8g 2 D (A)

hhb; gii =

Z

b

m

(dx) g (x) + b

0

g

0

+ b

1

g

1

= 0 (5.6)

Pour g = g

0

+ g

1

Id; qui est dans D (A), (5:6) donne

b

0

= �

Z

b

m

(dx)

b

1

= �

Z

xb

m

(dx)

et (5:6) se r�e�ecrit

8g 2 D (A)

Z

b

m

(dx) [g (x)� g

0

� g

1

x] = 0

Pour g 2 D (A) la fonction x 7!

R

(x� y)

+

g

00

(y) dy est bien d�e�nie, a même d�eriv�ee

seconde distribution que g�g

0

�g

1

Id:D'o�u g (x)�g

0

�g

1

x =

R

(x� y)

+

g

00

(y) dy+ex+f .

Mais g (x)� g

0

� g

1

x est nulle en 0 et constante �a droite du support de g

00

; g �etant a�ne

en dehors du support de g

00

: Par suite f = 0, e = �

R

g

00

(y) dy et

g (x)� g

0

� g

1

x =

Z

(x� y)

+

g

00

(y) dy � x

Z

g

00

(y) dy
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Par Fubini b

m

v�eri�e

8g 2 D (A)

Z

g

00

(y) dy

�

Z

b

m

(dx) (x� y)

+

�

Z

xb

m

(dx)

�

= 0

Soit

8f 2 C

K

�

R

�

+

�

Z

f (y) dy

h

R

b

m

(dx) (x� y)

+

�

R

xb

m

(dx)

i

1

2

�

2

(y) y

2

= 0

D'o�u

8y 2 R

�

+

Z

b

m

(dx) (x� y)

+

=

Z

xb

m

(dx)

qui entrâ�ne b

m

= 0 en d�erivant 2 fois, d'o�u b

0

= b

1

= 0 et le r�esultat par le th�eor�eme de

Hahn-Banach. �

Lemme 30 Soit � > 0: (A� �Id)D (A) est dense dans G:

� En raisonnant comme ci-dessus on est amen�e �a montrer, pour b

m

2 E, que

8g 2 D (A)

Z

b

m

(dx)

�

1

2

�

2

(x)x

2

g

00

(x)� � (g (x)� g

0

� g

1

x)

�

= 0 (5.7)

entrâ�ne b

m

= 0:

76



Mais g (x)� g

0

� g

1

x =

R

(x� y)

+

g

00

(y) dy � x

R

g

00

(y) dy et

R

b

m

(dx)

�

1

2

�

2

(x)x

2

g

00

(x)� � (g (x)� g

0

� g

1

x)

�

=

R

b

m

(dx)

�

1

2

�

2

(x)x

2

g

00

(x)� �

�

R

(x� y)

+

g

00

(y) dy � x

R

g

00

(y)dy

�

�

=

R

b

m

(dx)

1

2

�

2

(x)x

2

g

00

(x)� �

R R

b

m

(dx) (x� y)

+

g

00

(y) dy + �

R

xb

m

(dx)

R

g

00

(y) dy

=

R
1

2

�

2

(x)x

2

g

00

(x)

"

b

m

(dx)�

2�

�

2

(x)x

2

dx

R

b

m

(dz) (z � x)

+

+

2�

�

2

(x)x

2

dx

R

zb

m

(dz)

#

D'o�u comme ci-dessus

b

m

(dx)�

2�

�

2

(x)x

2

dx

Z

b

m

(dz) (z � x)

+

+

2�

�

2

(x)x

2

dx

Z

zb

m

(dz) = 0

soit

b

m

(dx) =

2�

�

2

(x)x

2

dx

�

Z

b

m

(dz) (z � x)

+

�

Z

zb

m

(dz)

�

Notons M (x) =

2�

�

2

(x)x

2

h

R

b

m

(dz) (z � x)

+

�

R

zb

m

(dz)

i

et N (x) =

�

2

(x)x

2

2�

M (x) :

Alors b

m

(dx) =M (x) dx et par suite

R

jM (x)j dx <1 et

R

x jM (x)j dx <1: De plus

N (x) =

Z

M (z) (z � x)

+

dz �

Z

zM (z) dz

et N est absolument continue avec N

0

(x) = �

R

z�x

M (z) dz: D'o�u lim

x!1

N

0

(x) = 0 et

lim

x#0

+
N

0

(x) = �

R

M (z) dz: Mais

N (x)

x

2

=

�

2

(x)M (x)

2�

est int�egrable, et ceci entrâ�ne

lim

x#0

+
N

0

(x) = 0:

La fonction N v�eri�e

N

00

=

2�

�

2

(x)x

2

N

au sens des distributions.

Supposons qu'il existe x

0

tel que N (x

0

) > 0: Soit a = sup fx < x

0

=N (x) = 0g et

b = inf fx > x

0

=N (x) = 0g ; a = �1 et b = 1 si les ensembles correspondants sont

vides. Si a et b sont �nis, N est convexe sur [a; b] avec N (x

0

) > 0; N (a) = N (b) = 0

et c'est impossible. Si a est �ni et b in�ni, N est convexe sur [a;1[ avec N

0

(a) � 0;
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d'o�u lim

x!1

N

0

(x) > 0 et c'est impossible. Si N (x) > 0 pour x < x

0

et si b �ni, N est

convexe sur ]0; b] avec N

0

(b) � 0 d'o�u lim

x#0

+
N

0

(x) < 0 et c'est aussi impossible.

N est n�ecessairement strictement positive et donc strictement convexe sur R

�

+

;mais

ceci contredit lim

x!1

N

0

(x) = lim

x#0

+

N

0

(x) = 0:

Finalement N � 0; de même N � 0 et N;M et b

m

sont nuls. �

1

2

�

2

(y) y

2

g

00

(y) �etant continue on montre facilement que pour g 2 D (A) et x 2 R

�

+

tel que localement

g (z)

1 + z

�

g (x)

1 + x

on a g

00

(x) � 0; d'o�u (Ag) (x) =

1

2

�

2

(x)x

2

g

00

(x) � 0:

A cause de (Ag)

0

= (Ag)

1

= 0 et du principe du maximum (4:2) ceci entrâ�ne que A est

un pr�eg�en�erateur.

Soit C l'op�erateur de la partie g�en�erateur in�nit�esimal, � 2 D (A

�

) et F =

e

T�+ a+

bId. Alors

C

�

e

T� + a+ bId

�

(x) =

DD

A

�

�; (x� :)

+

EE

=

Z

(A

�

�)

m

(dy) (x� y)

+

+ (A

�

�)

0

x

et pour f mesurable born�ee �a support compact

Z

f (x)CF (x) dx

=

R

f (x)C

�

e

T� + a+ bId

�

(x) dx

=

R

f (x)

h

R

(A

�

�)

m

(dy) (x� y)

+

dx+ (A

�

�)

0

x

i

=

R

(A

�

�)

m

(dy)

R

f (x) (x� y)

+

dx+ (A

�

�)

0

R

f (x)xdx

=

DD

A

�

�;

R

f (x) (x� :)

+

dx

EE

Pour f = g

00

o�u g 2 D (A) on a vu

g (x)� g

0

� g

1

x =

Z

(x� y)

+

g

00

(y) dy � x

Z

g

00

(y) dy
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Par suite g (y) =

R

g

00

(x) (x� y)

+

dx+ � y + � et A s'annulant sur les fonctions a�nes

Z

g

00

(x)CF (x) dx

=

DD

A

�

�;

R

g

00

(x) (x� :)

+

dx

EE

=

DD

�;A

R

g

00

(x) (x� :)

+

dx

EE

=

Z

�

m

(dy)

1

2

�

2

(y) y

2

g

00

(y)

D'o�u

Z

1

2

�

2

(x)x

2

g

00

(x)

CF (x)

1

2

�

2

(x)x

2

dx =

Z

�

m

(dy)

1

2

�

2

(y) y

2

g

00

(y) et

1

2

�

2

(x)x

2

g

00

(x) d�ecrivant

C

K

�

R

�

+

�

quand g d�ecrit D (A) ceci entrâ�ne

CF (x)

1

2

�

2

(x)x

2

dx = �

m

(dx) = F

00

(dx) puis

CF (x) =

1

2

�

2

(x)x

2

F

00

(x)

Montrons maintenant C � A (A d�esigne ici le pr�eg�en�erateur et non sa fermeture).

Soit F 2 D (C). A cause de F

00

(dx) = F

00

(x) dx 2 E et de (I0) on a

Z

�

�

�

�

�

CF (x)

x

�

�

�

�

�

dx <

1:

Soit une suite f

n

de fonctions de C

K

�

R

�

+

�

telle que f

n

! CF uniform�ement sur les

compacts de R

�

+

et 0 � jf

n

j � jCF j : On a (CF )

0

= (CF )

1

= 0 et f

n

! CF dans G: De

plus

Z

�

�

�

�

�

CF (x)� f

n

(x)

x

�

�

�

�

�

dx! 0

Il su�t de montrer que (F;CF ) est dans le graphe de A pour F du type particulier

F (x) =

Z

F

00

(y) (y � x)

+

dy; les fonctions a�nes �etant dans les noyaux de A et de C:

Soit F

n

(x) =

R

2f

n

(y)

�

2

(y)y

2

(y � x)

+

dy. Alors

AF

n

= f

n

! CF dans G
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et

F (x)� F

n

(x)

1 + x

=

Z

2 (CF (y)� f

n

(y))

�

2

(y) y

2

(y � x)

+

1 + x

dy

et

�

�

�

�

�

Z

2 (CF (y)� f

n

(y))

�

2

(y) y

2

(y � x)

+

1 + x

dy

�

�

�

�

�

�

1

�

2

Z

2 jCF (y)� f

n

(y)j

y

2

y

(1 + x)

dy

�

1

�

2

Z

2 jCF (y)� f

n

(y)j

y

dy

d'o�u F

n

! F dans G.

Ceci prouve C � A: D'o�u C � A; et en revenant aux notations canoniques

b

A = A:

5.4 Un exemple �a g�en�erateur born�e.

On reprend le second exemple, mais en temps continu.

Soient 2 fonctions �

+

; �

�

continues qui v�eri�ent (5:1) et soit g 2 G: Alors la fonction

Ag d�e�nie par Ag (x) = g (�

+

(x)) + g (�

�

(x)) � 2g (x) est continue, �

+

(x) et �

�

(x)

tendent vers 0 en 0

+

et Ag (x)! 2g

0

�2g

0

= 0 en 0

+

: En1

Ag (x)

x

=

g (�

+

(x))

�

+

(x)

�

+

(x)

x

+

g (�

�

(x))

�

�

(x)

�

�

(x)

x

� 2

g (x)

x

! 0 �a cause de

g (�

+

(x))

�

+

(x)

! g

1

,

g (�

�

(x))

�

�

(x)

! g

1

,

g (x)

x

! g

1

et �

+

(x)+ �

�

(x) = 2x:

A d�e�nit un op�erateur de G tout entier dans G; born�e �a cause de K

+

et K

�

et qui

s'annule sur les fonctions a�nes. A est donc le g�en�erateur in�nit�esimal du semi-groupe

Q

:

= e

:A

qui est markovien et martingalien. De plus, il est �evident que A v�eri�e le

principe du maximum (4:2) et Q est donc positif.

D'apr�es la proposition 23 Q propage la convexit�e si et seulement si les fonctions

a (y; x) = A (:� y)

+

[x]

= (�

+

(x)� y)

+

+ (�

�

(x)� y)

+

� 2 (x� y)

+
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v�eri�ent les propri�et�es (i) (ii) et (iii) du paragraphe "g�en�erateurs born�es".

Commen�cons par regarder la fonction y 7! a (y; x) : On a

a (y; x) = 0 pour y � �

+

(x)

= (�

+

(x)� y) pour �

+

(x) � y � x

= (�

+

(x)� y)� 2 (x� y) pour x � y � �

�

(x)

= 0 pour �

�

(x) � y

Elle satisfait donc les propri�et�es (i) et (iii) ; et aussi la propri�et�e (ii) avec

a

0

�

x

�

; x

�

= �a

0

�

x

+

; x

�

= 1:

Reste �a regarder la fonction x 7! a (y; x). Elle doit être positive, convexe croissante

sur [0; y] et convexe d�ecroissante sur [y;1[ :

Mais A (:� y)

+

(x) = (�

+

(x)� y)

+

+(�

�

(x)� y)

+

�2 (x� y)

+

et A (:� y)

+

(x) = 0

pour �

�

(x) � y ou �

+

(x) � y:

A (:� y)

+

(y) = �

+

(y)� y � 0 et A (:� y)

+

(x) = (�

+

(x)� y)

+

sur ]0; y].

On retrouve la premi�ere condition n�ecessaire du cas discret: pour tout y > 0 x 7!

�

+

(x) doit être convexe sur fx =�

+

(x) > y et x < yg . A cause de (5:1) �

+

est alors

n�ecessairement convexe comprise entre Id et 2Id:

Inversement, si �

+

est convexe, par (5:1) -�

�

est convexe et �

+

et �

�

sont strictement

croissantes. A cause de l'expression ci-dessus et de (�

+

(x)� y)�2 (x� y) = y��

�

(x) ;

a (y; :) est convexe croissante sur [0; y] et convexe d�ecroissante sur [y;1[ :

Par suite la condition n�ecessaire et su�sante est la même en termps discret et en

temps continu.

On aurait pu a�rmer d'embl�ee que la condition �

+

convexe �etait su�sante �a partir

du cas discret par un argument d'approximation: les op�erateurs T

h

v�eri�ent clairement

(i)





T

k

h





 �Me

!k

pour M � 1 et ! � 0 uniform�ement en h assez petit.
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(ii)

T

h

� Id

h

g ! Ag dans G quand h # 0 (ici

T

h

� Id

h

g = Ag en fait)

On a facilement sous ces hypoth�eses (cf [PA]) T

n

t

n

g ! Q

t

g dans G; en particulier

ponctuellement, et Q

t

g est convexe d�es que les T

n

t

n

g sont convexes.

On aurait pu imaginer, parcontre, qu'un d�efaut de propagation de la convexit�e par T

t

n

disparaisse �a l'in�ni, et que Q

t

g = lim

n"1

T

n

t

n

g soit tout de même convexe; ce ph�enom�ene

n'a pas lieu.

Remarquons en�n que pour �

�

(x) � y on a A (:� y)

+

(x) = 0 et pour z �

y

K

�

a

0

z

(y; z) = 0. On a aussi a

0

z

(y; y

�

) = �

0

+

(y

�

) � 2; -a

0

z

(y; y

+

) = �

0

�

(y

�

) = 2��

0

+

(y

�

) � 2

et par suite

b

A est born�e. Explicitons

b

A: On utilise

b

A (:� x)

+

[y] = A (:� y)

+

[x] pour

obtenir

b

Ag (y) = �2g (y) + �

0

+

�

�

�1

+

(y)

�

g

�

�

�1

+

(y)

�

+ �

0

�

�

�

�1

�

(y)

�

g

�

�

�1

�

(y)

�

+

R

�

�1

�

(y)+

�

�1

+

(y)+

�

00

+

(dx) g (x)

Remarque 31 Le processus associ�e �a Q est un processus de Poisson g�en�eralis�e avec

comme mesure de saut

1

2

h

�

�

+

(x)�x

(dy) + �

�

�

(x)�x

(dy)

i

: L'expression de

b

A sugg�ere que

l'interpr�etation probabiliste du semi-groupe call-put dual n'est pas �evidente.
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