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Introduction. C.Martini a r�ecemment montr�e [1] que les polynômes harmoniques

sont denses dans l'espace L

2

(E;�) o�u (E;�) est un espace gaussien de dimension

in�nie. Nous nous proposons ici d'en donner une d�emonstration �a l'aide des

fonctions de Bessel, ce qui nous permettra d'�enoncer des r�esultats dans L

p

(�)

et dans W

1

(�). Il se trouve que cela nous a conduit �a une d�emonstration tr�es

simple et probablement in�edite des in�egalit�es de Nelson, que nous exposons ici,

bien qu'elle ne doive �nalement plus rien aux polynômes harmoniques.

Nous ne nous occuperons en fait que de l'espace IR

1

muni de sa mesure gaussienne

canonique � ou de l'espace IR

1+1

= IR � IR

1

muni de sa gaussienne canonique

�

0

. Il va de soi que tous les r�esultats obtenus se transportent imm�ediatement par

isomorphisme (ou pseudo-isomorphisme) �a tout autre espace localement convexe

lusinien gaussien (E;�), et même non lusinien (th�eor�eme de Tsirelson) si � est de

Radon.

Fonctions harmoniques

Si n est un entier, on note IR

n

le sous-espace �evident de IR

1

, x

n

la projection de

x 2 IR

1

sur IR

n

, et �

n

celle de �.

Pour � > 0, soit �

n

�

la mesure uniforme de masse 1 sur la sph�ere de IR

n

de rayon

�. On �etend �a IR

1

sa transform�ee de Fourier

'

n

�

(x) =

Z

IR

n

e

ihu;x

n

i

�

n

�

(du) = F

n

(�jx

n

j)

o�u F

n

(t) = c

n

R

�

0

cos(t cos �) sin

n�2

�d� peut s'exprimer �a l'aide de la fonction de

Bessel J

(n�2)=2

, et o�u 1=c

n

est une int�egrale de Wallis.

1 Lemme : quand n!1, '

n

�

converge presque partout et dans L

p

(IR

1

; �) vers

la constante

e

��

2

=2

.

D�emonstration : on a d'abord jF

0

n

(t)j � 2c

n

=(n � 1) � 1=

p

n pour n assez

grand. D'autre part g

n

(x) = jx

n

j=

p

n tend vers 1 presque partout (loi des grands

nombres). Par suite

jF

n

(�jx

n

j)� F

n

(�

p

n)j � �jg

n

(x) � 1j

tend vers 0 presque partout. On en d�eduit que la suite num�erique F

n

(�

p

n)

tend vers

R

F

n

(�jx

n

j)d�(x) =

R

IR

n

b�(u)�

n

�

(du) =

e

��

2

=2

, et le r�esultat s'ensuit

(convergence domin�ee).
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On notera H

p

n

le sous-espace de L

p

(IR

1

; �) constitu�e des fonctions ne d�ependant

que des n premi�eres variables et qui sont �-harmoniques. On a donc

2 Th�eor�eme :

S

n

H

p

n

est dense dans L

p

(IR

1

; �).

D�emonstration : on va en fait le montrer pour L

p

(IR

1+1

; �

0

), en notant t la

premi�ere variable. Consid�erons la suite de fonctions

H

n

�

(t; x) =

e

�t

'

n

�

(x)

On voit que la suite H

n

�

converge presque partout et dans L

p

(�

0

) vers la fonction

k

�

(t) =

e

�t��

2

=2

(ind�ependante de x). Par ailleurs il est facile de voir que H

n

�

est

harmonique, de sorte que k

�

est limite de fonctions harmoniques. Soit maintenant

u un vecteur de Cameron-Martin de norme juj = �, il existe une \pseudo-

isom�etrie" de (IR

1+1

; �

0

) sur lui-même qui am�ene la fonction k

�

sur la fonction

k

u

(x) = exp(hu; xi � juj

2

=2). Par suite l'adh�erence des fonctions harmoniques

contient un ensemble total dans L

p

, et est donc tout l'espace.

Polynômes harmoniques

Toute fonction harmonique enti�ere f sur IR

n

poss�ede une s�erie de Taylor

f(�x) =

1

X

k=0

�

k

f

k

(x)

absolument convergente pour j�j < 1 et x 2 IR

n

. Si f 2 H

2

n

, cette s�erie co��ncide

avec la s�erie d'Hermite

P

t

f(x) =

Z

f

�

x

e

�t

+y

p

1�

e

�2t

�

d�(y) =

1

X

k=0

e

�kt

f

k

(x)

pour � =

e

�t

, de sorte que f

k

est un polynôme harmonique homog�ene de degr�e k.

3 Th�eor�eme : les polynômes harmoniques homog�enes de degr�e k sont denses

dans le k

�eme

chaos de Wiener C

k

(IR

1

; �).

D�emonstration : soit g 2 C

k

orthogonale aux polynômes harmoniques homog�enes

de degr�e k, et soit f = �

i

f

i

2 H

2

n

. Les produits scalaires hg; f

i

i sont nuls pour

i 6= k car les chaos sont orthogonaux, et pour i = k par l'hypoth�ese, de sorte que

g est orthogonale �a H

2

n

. Mais comme

S

n

H

2

n

est dense dans L

2

(�), g est nulle.

4 Corollaire : les polynômes harmoniques sont denses dans l'espaceW

1

(IR

1

; �) =

T

r;p

W

r;p

(IR

1

; �) (et donc aussi dans chaque W

r;p

).

D�emonstration : en e�et

S

k

C

k

est dense dans W

1

.

5 Remarque : on montre facilement grâce �a l'hypercontractivit�e que la fonction

H

n

�

appartient �a W

1

(IR

1+1

; �

0

) et y converge vers k

�

.
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In�egalit�es de Nelson

6 Th�eor�eme : si f appartient �a C

k

(IR

1

; �), on a pour p � 2

N

p

(f) �

p

(p� 1)=kN

p

(rf)

avec l'�egalit�e pour p = 2.

D�emonstration : si f est un polynôme appartenant �a C

k

, et si L d�esigne l'op�erateur

d'Ornstein-Uhlenbeck on a

L(jf j

p

) = pjf j

p�1

sgn(f)Lf + p(p� 1)jf j

p�2

jrf j

2

pour p � 2. Mais on a Lf = �kf , de sorte que l'int�egration en �, puis l'in�egalit�e

de H�older fournissent

k

Z

jf j

p

d� = (p � 1)

Z

jf j

p�2

jrf j

2

d� � (p � 1)N

p

(f)

p�2

N

p

(rf)

2

ce qui est la relation cherch�ee pour k � 1. Comme N

p

est une semi-norme s.c.i. sur

L

2

(�), on voit d'ailleurs par r�ecurrence que C

k

� L

p

, que rf 2 C

k�1

pour f 2 C

k

,

puis que

S

k

C

k

�W

1

(IR

1

; �).

7 Corollaire : pour f 2 C

k

(IR

1

; �) et p � 2 on a

N

p

(f) � (p� 1)

k=2

N

2

(f)

D�emonstration : compte tenu de l'in�egalit�e N

p

(rf)

2

� �

i

N

p

(r

i

f)

2

et de

l'in�egalit�e du th�eor�eme, la r�ecurrence nous ram�ene au premier chaos de Wiener

pour lequel le r�esultat est �evident car jrf j est alors la constante N

2

(f).

8 Remarque : rappelons comment Nelson en d�eduit l'hypercontractivit�e du semi-

groupe d'Ornstein-Uhlenbeck (cf. [3]) : si f = �

k

f

k

2 L

2

(�), on a

N

p

(P

t

f) �

X

k

e

�kt

(p � 1)

k=2

N

2

(f

k

) � c

�1=2

N

2

(f)

o�u c = 1�

e

�2t

(p � 1) pour

e

2t

> p� 1 � 1. On applique cela aux f 
 � � � 
 f :

N

p

(P

t

f) � Lim

n!1

c

�1=2n

N

2

(f) = N

2

(f)

et la même in�egalit�e pour

e

2t

= p� 1 � 1 par continuit�e.

9 Remarque : soit f � 0 une fonction sous-harmonique homog�ene de degr�e k.

Pour

e

2t

= p� 1 � 1 on �ecrit

e

�kt

f(x) = f(x

e

�t

) � P

t

f(x) donc aussi l'in�egalit�e

de Nelson N

p

(f) � (p � 1)

k=2

N

2

(f). En particulier, si q � 0 est une fonction

sous-lin�eaire, on trouve N

p

(q) �

p

p� 1N

2

(q) (même en dimension in�nie), et cela

entrâ�ne facilement que la fonction exp(�q

2

) est int�egrable pour � < (2

e

N

2

(q)

2

)

�1

.
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Noyaux reproduisants

On a pour f 2 H

2

n

et u 2 IR

n

f(u) =

R

f(x + u)d�(x) =

R

fk

u

d� � N

2

(f)

e

juj

2

=2

de sorte que H

2

n

admet un noyau reproduisant h

n

(u; v) v�eri�ant

f(u) =

Z

h

n

(u; v)f(v)d�

n

(v)

pour toute f 2 H

2

n

et u; v 2 IR

n

. Soit T

n

le projecteur orthogonal de L

2

(IR

1

; �)

sur H

2

n

. On note que T

n

P

t

= P

t

T

n

car H

2

n

est invariant par P

t

. On a bien sûr

h

n

u

= h

n

(u; �) = T

n

k

u

et

T

n

f(u) =

Z

h

n

(u; v)f(v)d�

n

(v)

pour f 2 L

2

(IR

1

; �) et u 2 IR

n

.

10 Proposition : h

n

u

2W

1

(IR

n

; �

n

).

D�emonstration : on a P

t

h

n

u

= T

n

P

t

k

u

= T

n

k

u
e

�t
= h

u
e

�t
donc h

n

u

2

T

p

L

p

(�

n

)

grâce �a l'hypercontractivit�e des P

t

. Ce raisonnement s'�etend aux d�eriv�ees partielles

@

i

h

n

u

= T

n

@

i

k

u

, et le r�esultat s'ensuit.

11 Remarque : on a seulement pu d�eterminer le noyau reproduisant de H

2

2

, on

a trouv�e h

2

(u; v) = 2 exp(

1

2

hu; vi) cos(

1

2

det(u; v)).

Bruit blanc

Soit S

0

� IR

1

l'espace des suite �a croissance lente. Il est bien connu que S

0

porte

�, et que (S

0

; �) est isomorphe �a l'espace du bruit blanc. Si f 2 L

2

(�), la suite

T

n

f converge vers f . Sa restriction �a l'espace de Cameron-MartinH = l

2

converge

simplement vers la transform�ee de Gauss-Hermite

b

f dans l'espace (H) introduit

dans [2]. D'ailleurs la convergence a lieu aussi au sens de (H) (et donc aussi quasi-

partout sur S

0

au sens de la capacit�e associ�ee �a (H)).

Si de plus f 2 (S) l'espace des fonctions test d'Hida, et si une suite h

n

2 H

2

n

converge vers f dans (S), alors elle converge aussi vers

b

f dans l'espace (H

1

)

de [2], mais comme (S) = (H

1

), on doit avoir f =

b

f , de sorte que comme l'a

montr�e Martini les polynômes harmoniques ne sont pas denses dans (S). Il serait

int�eressant de savoir s'ils sont denses dans les fonctions �egales �a leur transform�ee

d'Hermite. Par ailleurs la suite de sous-espaces IR

n

n'est pas adapt�ee �a l'oscillateur

harmonique. Il serait aussi int�eressant de la remplacer par une autre suite de sous-

espaces de l'espace de Cameron-Martin.
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