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R�esum�e.

On d�e�nit pour les fonctionnelles d'un processus ponctuel non Markovien Y dont les

instants de saut sont donn�es par des lois uniformes un gradient

~

D dont l'adjoint �etend

l'int�egrale stochastique compens�ee par rapport �a Y . Une repr�esentation explicite des fonc-

tionnelles du processus en int�egrales stochastique est obtenue avec une formule de Clark

par deux approches di��erentes. On �etudie la forme de Dirichlet associ�ee �a ces op�erateurs

pour obtenir des crit�eres pour l'absolue continuit�e et la r�egularit�e des densit�es de variables

al�eatoires en dimension in�nie.

Abstract.

A gradient operator is de�ned for the functionals of a non-Markovian jump process Y

whose jump times are given by uniform probability laws. The adjoint of this gradient ex-

tends the compensated stochastic integral with respect to Y . An explicit representation of

the functionals of Y as stochastic integrals is obtained via a Clark formula in two di�erent

approaches. The associated Dirichlet forms is studied in order to obtain criteria for the

existence and regularity of densities of random variables in in�nite dimension.
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1 Introduction

Dans le cadre du calcul des variations stochastique sur l'espace de Wiener, un op�e-

rateur de gradient est d�e�ni pour les fonctionnelles de Wiener, par perturbation

des trajectoires du mouvement Brownien dans la direction de l'espace de Cameron-

Martin, cf. [10]. L'adjoint de ce gradient coincide avec l'int�egrale stochastique d'Itô

sur les processus adapt�es de carr�e int�egrable, cf. [8], ce qui permet d'appliquer ces

outils �a l'�etude des �equations di��erentielles stochastiques, cf. par exemple [4]. La
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composition du gradient et de son adjoint donne l'op�erateur d'Ornstein-Uhlenbeck

qui permet, cf. [21], de d�e�nir des espaces de Sobolev et des distributions sur l'espace

de Wiener. De plus, l'op�erateur d'Ornstein-Uhlenbeck sur l'espace de Wiener d�e�nit

une forme de Dirichlet, ce qui donne des conditions pour l'absolue continuit�e des

fonctionnelles de Wiener, cf. [3]. Des conditions pour la r�egularit�e des lois de ces

fonctionnelles peuvent aussi être obtenues avec le gradient.

Nous nous int�eressons ici �a l'extension de ces notions au cas d'espaces de

probabilit�e non gaussiens. Sur l'espace de Poisson, le gradient peut être d�e�ni par

perturbation des temps de saut du processus. Son adjoint coincide avec l'int�egrale

stochastique de Poisson compens�ee sur les processus pr�evisibles de carr�e int�egrable,

cf. [3], [5], [16], et la composition du gradient et de son adjoint donne un op�era-

teur de nombre sur une d�ecomposition chaotique d�e�nie �a l'aide des polynômes de

Laguerre, cf. [3], [16]. Ceci permet, par un principe de transfert expos�e dans [17],

de transposer �a l'espace de Poisson les r�esultats d'analyse stochastique existant sur

l'espace de Wiener. Cette approche fait intervenir une formule d'int�egration par par-

ties �el�ementaire par rapport �a la densit�e exponentielle. Une autre approche, cf. [7],

[15], consiste �a d�e�nir un gradient par di��erences �nies.

Notre but est de d�evelopper le calcul stochastique anticipatif dans le cas de

la densit�e uniforme en perturbant les instants de saut d'un processus de saut non

Markovien. On obtient par int�egration par parties �el�ementaire un op�erateur de di-

vergence qui est une extension de l'int�egrale stochastique compens�ee par rapport �a

ce processus de saut. Par di��erences �nies, on d�e�nira comme dans [15] un autre

gradient dont l'adjoint �etend �egalement l'int�egrale stochastique. Ces op�erateurs per-

mettront de repr�esenter les fonctionnelles du processus en int�egrales stochastiques

de deux fa�cons di��erentes et d'obtenir des conditions pour l'absolue continuit�e de

lois de variables al�eatoires en dimension in�nie.

Les approches au calcul des variations stochastique pr�esent�ees ci-dessus pour

les densit�es gaussienne et exponentielle font intervenir les polynômes de Hermite et

de Laguerre qui font partie des polynômes orthogonaux classiques, d�e�nis par une

�equation di��erentielle du type

�(x)y

00

+ � (x)y

0

(x) + �y = 0; (1)

o�u � est un polynôme de degr�e au plus 2, � est un polynôme de degr�e au plus 1, et

� 2 IN . Ces polynômes sont orthogonaux sur un intervalle (a; b) par rapport �a une
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densit�e � telle que (��)

0

= ��, et on a

�(x)�(x)x

k

j

x=a;b

= 0:

Cette derni�ere relation est utile pour obtenir une formule d'int�egration par parties

�el�ementaire. A des transformations lin�eaires pr�es, cf. [12], la seule cat�egorie de poly-

nômes orthogonaux autre que les polynômes de Hermite ou de Laguerre satisfaisant

�a l'�equation (1) est la classe des polynômes de Legendre, lesquels sont orthonormaux

par rapport �a la densit�e uniforme sur [�1; 1]. Ce sont eux que nous utiliserons pour

construire une d�ecomposition chaotique.

Dans la deuxi�eme section, on commence par uni�er le formalisme du calcul

des variations stochastique sur les espaces de Wiener et de Poisson en d�e�nissant

dans chaque cas une injection al�eatoire reli�ee au param�etre � qui d�e�nit les poly-

nômes orthogonaux pour chaque mesure. Par cette m�ethode on d�e�nit un gradient

~

D et on �etablit une formule d'int�egration par parties pour la densit�e uniforme qui fait

intervenir l'int�egrale stochastique par rapport �a un processus de saut non poisson-

nien not�e (Y

t

)

t2IR

+

. Une formule de Clark pour la repr�esentation des fonctionnelles

de (Y

t

)

t2IR

+

en int�egrales stochastiques est obtenue �a l'aide du gradient

~

D. Dans la

troisi�eme section, on �etudie les relations entre cette analyse et le calcul chaotique

sur l'espace de Fock obtenu avec les int�egrales multiples par rapport au processus

compens�e (Y

t

� t=2). Cette approche donne en particulier une deuxi�eme formule de

Clark, qui fait intervenir l'op�erateur d'annihilation sur cette d�ecomposition chao-

tique, lequel est un op�erateur de di��erence �nie. Dans la quatri�eme section, on

d�e�nit une seconde d�ecomposition chaotique des fonctionnelles de carr�e int�egrable

du processus (Y

t

)

t2IR

+

�a l'aide des polynômes de Legendre. La composition L =

~

�

~

D

du gradient

~

D et de son adjoint

~

� laisse stable cette d�ecomposition, et permet de

d�e�nir une structure de Dirichlet qui admet un op�erateur carr�e du champ. On

obtiendra ainsi un crit�ere pour l'absolue continuit�e des fonctionnelles du processus

(Y

t

)

t2IR

+

. Dans la derni�ere partie, on montre que cet op�erateur L est aussi un op�era-

teur de Malliavin au sens de [18]. Il est alors possible d'adapter les d�emonstrations

classiques sur l'espace de Wiener pour obtenir des r�esultats portant sur la r�egularit�e

des densit�es des fonctionnelles de (Y

t

)

t2IR

+

.
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2 Int�egration par parties et int�egration stochas-

tique

Nous commen�cons par uni�er les d�e�nitions du gradient sur les espaces de Wiener

et de Poisson.

2.1 Cas de l'espace de Wiener

Soient (W;L

2

(IR

+

); �) l'espace de Wiener classique, (h

k

)

k2IN

une base hilbertienne

de L

2

(IR

+

), et notons (B

t

)

t�0

le mouvement brownien sur (W;�). Soit

F = f

�

Z

1

0

h

0

(t)dB

t

; : : : ;

Z

1

0

h

n

(t)dB

t

�

une fonctionnelle r�eguli�ere sur l'espace de Wiener, o�u f est un polynôme. On peut

d�e�nir un gradient �a temps discret par la suite des d�eriv�ees partielles de f :

DF =

�

@

k

f

�

Z

1

0

h

0

(t)dB

t

; : : : ;

Z

1

0

h

n

(t)dB

t

��

k2IN

:

Ce gradient permet d'exprimer des conditions pour la r�egularit�e des lois de fonction-

nelles du mouvement brownien, mais il n'est pas directement connect�e �a l'int�egrale

stochastique. Posons H = l

2

(IN). Pour relier ce gradient �a l'int�egrale stochas-

tique d'Itô, on peut utiliser une injection de H dans L

2

(IR

+

) que nous noterons

i : H �! L

2

(IR

+

), d�e�nie par

i(e

k

) = h

k

; k 2 IN;

o�u (e

k

)

k2IN

est la base canonique de H = l

2

(IN). La d�eriv�ee peut alors être d�e�nie

sur les fonctionnelles r�eguli�eres par

^

D = i �D:

Alors l'adjoint de

^

D est une extension de l'int�egrale stochastique d'Itô, cf. [8].

Remarque. Dans le cas gaussien, les polynômes orthogonaux d�e�nis par la rela-

tion (1) sont les polynômes de Hermite avec �(x) =

1

p

2�

exp(�x

2

=2) et � = 1. On a

alors

k i(e

k

) k

2

L

2

(IR

+

)

= �; k � 0: (2)
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2.2 Cas de l'espace de Poisson

Soit (B; l

2

(IN); P ) l'espace de Poisson d�e�ni dans [16], o�u B est un espace de suites,

et P est une probabilit�e telle que les applications coordonn�ees (�

k

)

k2IN

de B dans

IR soient des variables al�eatoires ind�ependantes exponentiellement distribu�ees. De

même que sur l'espace de Wiener, un gradient peut être d�e�ni comme un processus

�a temps discret par

DF = (@

k

f(�

0

; : : : �

n

))

k2IN

;

o�u F = f(�

0

; : : : ; �

n

) est une fonctionnelle r�eguli�ere, f �etant un polynôme en n +

1 variables. Dans le but d'obtenir un op�erateur dont l'adjoint �etend l'int�egrale

stochastique par rapport au processus de Poisson, on construit un processus �a temps

continu �a partir de ce gradient en d�e�nissant une injection al�eatoire i : H ! L

2

(IR

+

)

par

i(f)(t) = �f(N

t

�
) t 2 IR

+

(N

t

)

t�0

�etant le processus de Poisson sur (B;P ), d�e�ni parN

t

=

P

k2IN

1

[�

0

+���+�

k

;1[

(t):

Il est facile d'�etendre i aux processus stochastiques �a temps discret. On pose

~

D = i �D:

Alors l'adjoint de

~

D coincide avec l'int�egrale de Poisson compens�ee sur les processus

pr�evisibles de carr�e int�egrable, et le calcul de Malliavin sur l'espace de Poisson peut

être d�evelopp�e �a partir de cette d�e�nition, cf. [3], [5], [17].

Remarque. Dans le cas de la densit�e exponentielle, l'�equation (1) d�e�nit les poly-

nômes de laguerre avec �(x) = x, x 2 IR, et

k i(e

k

) k

2

L

2

(IR

+

)

= �(�

k

); k � 0: (3)

2.3 Cas de la densit�e uniforme

Nous nous int�eressons dans ce travail au cas o�u � est la densit�e de probabilit�e

uniforme sur [�1; 1]. Les polynômes orthogonaux associ�es sont les polynômes de

Legendre, et �(x) = 1 � x

2

, cf. [12]. L'espace de probabilit�e que nous consid�erons

est


 =

Y

n2IN

[�1; 1];

muni de la m�etrique d(x; y) = sup

k�0

j x

k

� y

k

j =(k + 1) qui en fait un espace s�epa-

rable, de la tribu de Borel B associ�ee, et de la probabilit�e P sur (
;B) d�e�nie par
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son expression sur les ensembles cylindriques:

P (fx 2 
 : (x

0

; : : : ; x

n

) 2 Eg) =

1

2

n+1

�

n+1

(E);

pour n 2 IN et E Bor�elien de [�1; 1]

n+1

, o�u �

n+1

est la mesure de Lebesgue sur

IR

n+1

.

Les applications coordonn�ees

�

k

: 
 �! [�1; 1] k 2 IN;

sont des variables al�eatoires ind�ependantes et uniform�ement distribu�ees. Soit

P = ff(�

0

; : : : ; �

n�1

) : f 2 IR[X

n

]; n 2 INg :

Alors P est dense dans L

p

(
; P ), p � 1, par le th�eor�eme de convergence des mar-

tingales, associ�e au fait que la fonction caract�eristique

t �!

Z

1

�1

exp(�itx)dx=2 =

sin(t)

t

t 2 IR;

est analytique en t au voisinage de 0, cf. [9], p. 540. On a de plus:

Proposition 1 Soit U l'ensemble des processus u = (u

k

)

k2IN

�a temps discret tels

que u

k

= (1 � �

2

k

)f

k

(�

0

; : : : ; �

n

), 0 � k � n, avec f

0

; : : : ; f

k

2 C

1

c

(IR

n+1

) et u

k

= 0,

k > n, n 2 IN . Cet ensemble est dense dans L

2

(
) 
H.

Preuve. Comme P est dense dans L

2

(
), il su�t de montrer que l'ensemble

n

(1 � x

2

)x

n

: n 2 IN

o

est total dans L

2

([�1; 1]; dx). Supposons que pour tout n 2 IN ,

Z

1

�1

f(x)(1 � x

2

)x

n

dx = 0:

Ceci implique que f(x)(1 � x

2

) = 0 d�(x)-p.p., donc f = 0 d�-p.p.

�

L'�etape suivante consistera en la d�e�nition d'un gradient, compos�e avec une injection

al�eatoire i : H ! L

2

(IR

+

), en proc�edant comme sur l'espace de Wiener ou de

Poisson. Soit l'op�erateur D : L

2

(
)! L

2

(
) 
H d�e�ni sur P par

DF = (@

k

f(�

0

; : : : �

n

))

k2IN

;

pour F = f(�

0

; : : : �

n

), f polynôme, n 2 IN . On a aussi l'expression

(DF (!); h)

H

= lim

"!0

F (! + "h)� F (!)

"

! 2 
; h 2 H:

Nous d�e�nissons �egalement l'adjoint de D.
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D�e�nition 1 Soit � : L

2

(
) 
H �! L

2

(
) l'op�erateur d�e�ni sur U par

�(u) = �

X

k2IN

D

k

u

k

= �trace(Du); u 2 U :

Proposition 2 Les op�erateurs D et � sont adjoints sur L

2

(
) et fermables.

Preuve. Il su�t de remarquer que par int�egration par parties en dimension �nie par

rapport �a la densit�e uniforme,

E[(DF; u)

H

] = E[F�(u)] F 2 P; u 2 U

car u

k

j

�

k

=�1;1

= 0, k 2 IN . Si (F

n

)

n�0

est une suite dans P qui converge vers

F 2 L

2

(
) et telle que (DF

n

)

n�0

converge vers � dans L

2

(
)
H, alors

E [(�; u)

H

] = lim

n!1

E [(DF

n

; u)

H

] = lim

n!1

E [F

n

�(u)] = 0; u 2 U :

Donc � = 0 P -p.p. car U est dense dans L

2

(
)
H, et D est fermable. Le domaine

de D est dense dans L

2

(
), donc � est aussi fermable.

�

Le domaine de � peut être pr�ecis�e de la fa�con suivante.

Proposition 3 On a pour u 2 U :

E

h

�(u)

2

i

� E

h

j Du j

2

H
H

i

:

Preuve. Si u 2 U ,

E

h

�(u)

2

i

=

1

X

k;l=0

E [D

k

u

k

D

l

u

l

] = �

1

X

k;l=0

E [D

l

D

k

u

k

u

l

]

=

1

X

k;l=0

E [D

l

u

k

D

k

u

l

] � E

2

4

1

X

k;l=0

(D

l

u

k

)

2

3

5

par int�egration par parties par rapport �a �

l

puis �

k

, et du fait que u

k

j

�

k

=�1;1

= 0 et

D

l

u

k

j

�

k

=�1;1

= 0, k 6= l.

�

Comme dans les cas gaussien et poissonnien, c'est �a l'aide d'une injection al�eatoire de

H dans L

2

(IR

+

) que l'on va relier le gradientD �a une notion d'int�egrale stochastique.
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D�e�nition 2 On d�e�nit une injection al�eatoire i : H �! L

2

(IR

+

) lin�eaire par

i(e

k

)(t) = �

�

(1 � �

k

)1

]2k;2k+1+�

k

]

(t)� (1 + �

k

)1

]2k+1+�

k

;2k+2]

(t)

�

t 2 IR

+

; k 2 IN:

Cet op�erateur s'�etend ais�ement aux processus �a temps discret sur (
; P ).

Remarque. Pour l'injection d�e�nie ci-dessus, on a

k i(e

k

) k

2

L

2

(IR

+

;dx=2)

= �(�

k

); k 2 IN: (4)

Cette relation est �a rapprocher des relations (2) et (3).

D�e�nition 3 On d�e�nit un op�erateur non born�e

~

D : L

2

(
) �! L

2

(
) 
 L

2

(IR

+

)

par

~

DF = i �DF; F 2 P:

Nous d�e�nissons maintenant un processus de saut en posant

Y

t

=

X

k�0

1

[2k+1+�

k

;1[

(t) t 2 IR

+

:

Ce processus n'est pas un processus de Poisson, quelle que soit l'intensit�e choi-

sie. Soit (F

t

)

t�0

la �ltration engendr�ee par (Y

t

)

t2IR

+

. Nous allons montrer que

l'adjoint du gradient

~

D coincide avec l'int�egrale stochastique compens�ee par rap-

port �a (Y

t

)

t2IR

+

sur les processus adapt�es par rapport �a la �ltration (

~

F

t

) d�e�nie

ci-dessous. Posons

~

F

t

= F

2k

2k � t < 2k + 2; k 2 IN:

Si u est un processus (

~

F

t

)-adapt�e, u

2k+s

d�epend seulement de �

0

; : : : ; �

k�1

, pour

k 2 IN et 0 � s < 2. Le compensateur de (Y

t

)

t2IR

+

est donn�e par

�(dt) =

X

k�0

2

2k + 2� t

1

[2k;2k+1+�

k

[

(t)dt; (5)

cf. [11], et le processus (Y

t

� t=2)

t�0

n'est pas une martingale. C'est cependant dt=2

que l'on utilisera au lieu de �(dt) pour compenser dY

t

. Ce choix se justi�e par la

proposition suivante et par le fait que l'adjoint de

~

D sera une extension de l'int�egrale

stochastique par rapport �a (Y

t

� t=2)

t2IR

+

.

Soit V l'ensemble dense dans L

2

(
)
 L

2

(IR

+

) des processus �a temps continu v tels

que v(t) = f(t; �

0

; : : : ; �

n

), t 2 IR

+

, avec f 2 C

1

c

(IR

n+2

). On note [t] la partie enti�ere

de t 2 IR

+

.
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Proposition 4 On a si u; v 2 V sont (

~

F

t

)-adapt�es:

E

�

Z

1

0

u(s)d(Y

s

� s=2)

Z

1

0

v(s)d(Y

s

� s=2)

�

= E

2

4

Z

1

0

0

@

u(s)�

X

k�0

1

]2k;2k+2]

(s)

Z

2k+2

2k

u(r)dr=2

1

A

v(s)ds=2

3

5

et

E

"

�

Z

1

0

u(s)d(Y

s

� s=2)

�

2

#

� E

�

Z

1

0

u(s)

2

ds=2

�

:

On peut ainsi �etendre l'int�egrale compens�ee par rapport �a (Y

t

)

t2IR

+

�a tout processus v

(

~

F

t

)-adapt�e de carr�e int�egrable et dans ce cas,

�

R

2[t=2]

0

v(s)d(Y

s

� s=2)

�

t2IR

+

est une

(

~

F

t

)-martingale.

Preuve. On a pour v 2 V:

E

�

Z

1

0

v(s)d(Y

s

� s=2)

�

= E

2

4

X

k�0

E

"

v(2k + 1 + �

k

)�

Z

2k+2

2k

v(s)ds=2 j F

2k

#

3

5

= 0:

Donc pour t � 2k,

E

�

Z

t

0

v(s)d(Y

s

� s=2) j F

2k

�

= E

"

Z

2k

0

v(s)d(Y

s

� s=2) j F

2k

#

+ E

�

Z

t

2k

v(s)d(Y

s

� s=2) j F

2k

�

=

Z

2k

0

v(s)d(Y

s

� s=2):

D'autre part, �ecrivant v =

P

k�0

v

k

(�; �

0

; : : : ; �

k�1

) avec Support(v

k

) 2 [2k; 2k + 2],

k 2 IN , on obtient, puisque la d�ecomposition

Z

1

0

v(s)d(Y

s

� s=2) =

X

k�0

 

v(2k + 1 + �

k

)�

Z

2k+2

2k

v(s)ds=2

!

est orthogonale dans L

2

(
):

E

"

�

Z

1

0

v(s)d(Y

s

� s=2)

�

2

#

= E

2

4

1

X

k=0

v

k

(2k + 1 + �

k

)

2

+

 

Z

2k+2

2k

v

k

(s)ds=2

!

2

3

5

�E

2

4

2

X

k�0

v

k

(2k + 1 + �

k

)

Z

2k+2

2k

v

k

(s)ds=2

3

5

= E

2

4

1

X

k=0

Z

2k+2

2k

v

2

k

(s)ds=2 �

1

X

k=0

 

Z

2k+2

2k

v

k

(s)ds=2

!

2

3

5

:

Donc

E

"

�

Z

1

0

u(s)d(Y

s

� s=2)

�

2

#

� E

�

Z

1

0

u(s)

2

ds=2

�

:
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Par polarisation de l'�egalit�e ci-dessus, on a

E

�

Z

1

0

u(s)d(Y

s

� s=2)

Z

1

0

v(s)d(Y

s

� s=2)

�

= E

�

Z

1

0

u(s)v(s)ds=2

�

� E

"

1

X

k=0

Z

2k+2

2k

u

k

(s)ds=2

Z

2k+2

2k

v

k

(s)ds=2

#

:

�

D�e�nition 4 Soit j : L

2

(
)
 L

2

(IR

+

)! L

2

(
)
H l'adjoint de i : L

2

(
)
H !

L

2

(
)
 L

2

(IR

+

), d�e�ni par

(i(u); v)

L

2

(IR

+

;dx=2)

= (u; j(v))

H

u 2 U ; v 2 V; P � p:p:

On d�e�nit un op�erateur non born�e

~

� : L

2

(
)
 L

2

(IR

+

) �! L

2

(
) par

~

�(v) = � � j(v) v 2 V:

On a plus explicitement:

j

k

(v) = �

1

2

 

(1� �

k

)

Z

2k+1+�

k

2k

v(s)ds� (1 + �

k

)

Z

2k+2

2k+1+�

k

v(s)ds

!

v 2 V; k 2 IN:

Proposition 5 Les op�erateurs

~

D et

~

� sont fermables et adjoints. On a de plus:

~

�(v) =

Z

1

0

v(s)d(Y

s

� s=2) �

Z

1

0

~

D

s

v(s)ds=2 v 2 V:

On notera ID

2;1

le domaine de l'extension ferm�ee de

~

D.

Preuve. Pour v 2 V, on a j(v) 2 Dom(�) par un calcul identique �a celui de la

proposition 2, et

~

�(v) = �trace(Dj(v)) = �

X

k�0

D

k

j

k

(v)

=

1

2

X

k�0

D

k

 

(1� �

k

)

Z

2k+1+�

k

2k

v(s)ds

!

�D

k

 

(1 + �

k

)

Z

2k+2

2k+1+�

k

v(s)ds

!

=

X

k�0

v(2k + 1 + �

k

)�

Z

2k+2

2k

v(s)ds=2�

Z

2k+2

2k

~

D

s

v(s)ds=2

=

Z

1

0

v(s)d(Y

s

� s=2)�

Z

1

0

~

D

s

v(s)ds=2; v 2 V:

Par ailleurs,

E

h

(

~

DF; v)

L

2

(IR

+

;dx=2)

i

= E

h

F

~

�(v)

i

v 2 V; F 2 P;

du fait que D; �, resp. i; j sont adjoints. Par cons�equent, de même que pour la

proposition 2,

~

D et

~

� sont fermables, P et V �etant denses.

10



�

Remarque. La formule d'int�egration par parties ci-dessus peut être obtenue par une

transformation de Girsanov. Soit F 2 P, et consid�erons la perturbation U : 
 �! H

de I




d�e�nie par U = j(u) o�u u 2 V. Pour " > 0 su�sament petit, I




+ "U est un

di��eomorphisme de 
, et

E [F � (I




+ "U)det(I

H

+ "DU)] = E [F ] :

On a donc

E

�

�

~

DF; u

�

L

2

(IR

+

)

�

= E [(DF; j(u))

H

] =

d

d"

E [F � (I




+ "U)] j

"=0

= �E

"

F

d

d"

det(I

H

+ "DU) j

"=0

#

= �E [Ftrace(Dj(u))]

= E[F� � j(u)] = E[F

~

�(u)]:

�

Corollaire 1 Si v 2 L

2

(
) 
 L

2

(IR

+

) est (

~

F

t

)-adapt�e, alors v 2 Dom(

~

�) et

~

�(v)

coincide avec l'int�egrale compens�ee de v par rapport �a (Y

t

)

t2IR

+

:

~

�(v) =

Z

1

0

v(s)d(Y

s

� s=2):

Pour terminer cette section, nous montrons que les fonctionnelles de (Y

t

)

t2IR

+

ad-

mettent une repr�esentation en int�egrale stochastique par une formule de Clark,

cf. [6]. L'int�egrande est donn�ee par la projection du gradient

~

D suivant la �ltration

(

~

F

t

)

t2IR

+

.

Th�eor�eme 1 Soit F 2 ID

2;1

. On a

F = E [F ] +

Z

1

0

E

h

~

D

t

F j

~

F

t

i

d(Y

t

� t=2): (6)

Preuve. Soit F 2 P avec F = f(�

0

; : : : ; �

n

). On a

E

h

~

D

t

F j

~

F

t

i

= �E

"

k=n

X

k=0

�

(1� �

k

)1

]2k;2k+1+�

k

]

(t)� (1 + �

k

)1

]2k+1+�

k

;2k+2]

(t)

�

@

k

f(�

0

; : : : ; �

n

) j

~

F

t

#

=

k=n

X

k=0

1

]2k;2k+2]

(t)

 

E

"

Z

t�2k�1

�1

(1 + y)@

k

f(�

0

; : : : ; �

k�1

; y; �

k+1

; : : : ; �

n

)dy=2 j F

2k+2

#

11



� E

�

Z

1

t�2k�1

(1� x)@

k

f(�

0

; : : : ; �

k�1

; x; �

k+1

; : : : ; �

n

)dx=2 j F

2k+2

��

= �

k=n

X

k=0

1

]2k;2k+2]

(t)

�

E

�

Z

1

t�2k�1

f(�

0

; : : : ; �

k�1

; x; �

k+1

; : : : ; �

n

)dx=2 j F

2k+2

�

�

1

2

E [(2k + 2 � t)f(�

0

; : : : ; �

k�1

; t� 2k � 1; �

k+1

; : : : ; �

n

) j F

2k+2

]

�

1

2

E [(t� 2k)f(�

0

; : : : ; �

k�1

; t� 2k � 1; �

k+1

; : : : ; �

n

) j F

2k+2

]

+E

"

Z

t�2k�1

�1

f(�

0

; : : : ; �

k�1

; y; �

k+1

; : : : ; �

n

)dy=2 j F

2k+2

#!

=

k=n

X

k=0

1

]2k;2k+2]

(t)(E [f(�

0

; : : : ; �

k�1

; t� 2k � 1; �

k+1

; : : : ; �

n

) j F

2k+2

]

�E [F j F

2k

]):

Donc

Z

1

0

E[

~

D

t

F j

~

F

t

]d(Y

t

� t=2)

=

k=n

X

k=0

E[f(�

0

; : : : ; �

n

) j F

2k+2

]� E[f(�

0

; : : : ; �

n

) j F

2k

]

= F � E[F ];

Cette relation est �etendue par continuit�e, cf. Proposition 4, �a tout �el�ement de ID

2;1

.

�

Ce r�esultat sera �etendu �a tout F 2 L

2

(
), cf. th�eor�eme 2.

3 Calcul chaotique

Le but de cette section est d'�etudier le calcul chaotique sur la d�ecomposition obtenue

par it�erations de l'int�egrale compens�ee par rapport �a (Y

t

)

t2IR

+

, en d�e�nissant un

gradient par di��erences �nies. On note (

~

Y

t

)

t2IR

+

le processus compens�e

~

Y

t

= Y

t

�t=2:

Soit

�

n

=

n

(t

1

; : : : ; t

n

) 2 IR

n

+

: 9 k

1

< � � � < k

n

tels que t

i

2 [2k

i

; 2k

i

+ 2[; 1 � i � n

o

:

Notons

^

L

2

(�

n

) l'ensemble des fonctions de carr�e int�egrable qui sont les sym�etris�ees

en n variables de fonctions �a support dans �

n

, n � 1, et telles que

R

2k+2

2k

f

n

(�; t)dt = 0

p.p., k 2 IN , n � 1. Soit L

2

(IR

+

)

�n

le produit tensoriel sym�etrique compl�et�e de n

copies de L

2

(IR

+

). On munit

^

L

2

(�

n

) de la norme

k f k

2

^

L

2

(�

n

)

= n! k f k

2

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

:

12



On d�e�nit pour f

n

2

^

L

2

(�

n

) continue �a support compact dans �

n

l'int�egrale de

Stieltjes it�er�ee:

~

I

n

(f

n

) = n!

Z

1

0

Z

t

n

0

� � �

Z

t

2

0

f

n

(t

1

; : : : ; t

n

)d

~

Y

t

1

� � � d

~

Y

t

n

:

=

X

k

1

6=���6=k

n

f(2k

1

+ 1 + �

k

1

; : : : ; 2k

n

+ 1 + �

k

n

):

Comme pr�ec�edemment, c'est dt=2 au lieu de �(dt), cf. (5), qui est utilis�e pour com-

penser (Y

t

)

t2IR

+

. Si f

n

2 L

2

(�

n

), on pose

~

I

n

(f

n

) =

~

I

n

(

^

f

n

), o�u

^

f

n

est la sym�etris�ee

de f

n

en n variables.

Proposition 6 L'application

~

I

n

peut être �etendue �a

^

L

2

(�

n

) comme une application

lin�eaire continue avec

E

h

~

I

n

(f

n

)

~

I

n

(g

n

)

i

= n! (f

n

; g

n

)

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

; n � 1: (7)

On a de plus

(

~

I

n

(f

n

);

~

I

m

(g

m

))

L

2

(
)

= 0 n 6= m; f

n

2

^

L

2

(�

n

); g

m

2

^

L

2

(�

m

): (8)

Preuve. D'apr�es la proposition 4, on a pour f; g 2 L

2

(�

1

):

�

~

I

1

(f);

~

I

1

(g)

�

L

2

(
)

= (f; g)

L

2

(IR

+

;dx=2)

:

Supposons maintenant le r�esultat vrai �a l'ordre n � 1, n � 1. On a

�

~

I

n�1

(f

n

(�; t));

~

I

n�1

(g

n

(�; t))

�

L

2

(
)

= (n� 1)! (f

n

(�; t); g

n

(�; t))

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n�1

;

dt-p.p. Donc

E

h

~

I

n

(f

n

)

~

I

n

(g

n

)

i

= n

2

E

�

Z

1

0

~

I

n�1

(1

�

n

(�;t)

f

n

(�; t))d

~

Y

t

Z

1

0

~

I

n�1

(1

�

n

(�;t)

g

n

(�; t))d

~

Y

t

�

= n

2

E

�

Z

1

0

~

I

n�1

(1

�

n

(�;t)

f

n

(�; t))

~

I

n�1

(1

�

n

(�;t)

g

n

(�; t))dt=2

�

= n!n

Z

1

0

Z

t

0

� � �

Z

t

0

f

n

(t

1

; : : : ; t

n�1

; t)g

n

(t

1

; : : : ; t

n�1

; t)dt

1

� � � dt

n�1

dt=2

n

= n! (f

n

; g

n

)

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

d'apr�es la proposition 4, car (

~

I

n�1

(1

�

n

(�;t)

f

n

(�; t)))

t2IR

+

est un processus (

~

F

t

) adapt�e

de carr�e int�egrable. Pour montrer la relation (8), supposons n < m. Soient

k

1

; : : : ; k

d

, l

1

; : : : ; l

p

2 IN et u

1

; : : : ; u

d

; v

1

; : : : ; v

p

2 L

2

(IR

+

) tels que Support(u

i

) �
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[2k

i

; 2k

i

+ 2[, i = 1; : : : ; d, Support(v

j

) � [2l

j

; 2l

j

+ 2[, j = 1; : : : ; p. On remarque

que v

1

� � � � � v

p

2

^

L

2

(�

m

) entraine l

1

6= � � � 6= l

p

et p = m. Donc

�

~

I

n

(u

k

1

� � � � � u

k

d

);

~

I

m

(v

l

1

� � � � � v

l

p

)

�

L

2

(
)

= 0

par ind�ependence. Par combinaisons lin�eaires, on aboutit au r�esultat cherch�e.

�

Nous obtenons ainsi une d�ecomposition chaotique de L

2

(
).

Proposition 7 Tout �el�ement F 2 L

2

(
) admet la d�ecomposition orthogonale

F =

X

n�0

~

I

n

(f

n

); f

n

2

^

L

2

(�

n

);

avec les conventions

^

L

2

(�

0

) = IR et

~

I

0

= I

IR

. De plus,

E[F

2

] =

X

n�0

n! k f

n

k

2

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

:

Preuve. Soit F 2 P. Par le th�eor�eme 1, on a

F = E[F ] +

Z

1

0

E

h

~

D

t

F j

~

F

t

i

d

~

Y

t

:

Par it�erations, on obtient la d�ecomposition cherch�ee qui est dans ce cas une somme

�nie, avec

f

n

(t

1

; : : : ; t

n

) = E

h

~

D

t

1

E

h

~

D

t

2

� � �E

h

~

D

t

n

j

~

F

t

n

i

� � �

~

F

t

2

ii

;

(t

1

; : : : ; t

n

) 2 �

n

. On a

R

2k+2

2k

f

n

(�; t)dt = 0, k 2 IN , par la preuve du th�eor�eme 1,

donc k

~

I

n

(f

n

) k

2

L

2

(
)

= n! k f

n

k

2

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

par la proposition 6. Par densit�e de P

et orthogonalit�e des int�egrales multiples par rapport �a (

~

Y

t

), le r�esultat est �etendu �a

F 2 L

2

(
).

�

L'espace L

2

(
) est donc isomorphe au sous-espace

L

1

n=0

^

L

2

(�

n

) de l'espace de Fock

L

1

n=0

~

H

�n

, o�u

~

H

�n

= L

2

(IR

+

)

�n

est muni de la norme

k f k

2

~

H

�n

= n! k f k

2

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

:

On pose

~

C

n

=

n

~

I

n

(f

n

) : f

n

2

^

L

2

(�

n

)

o

, n 2 IN . La d�ecomposition chaotique

L

n�0

~

C

n

introduite ci-dessus permet de s'int�eresser aux op�erateurs de cr�eation et

d'annihilation d�e�nis comme suit:

14



D�e�nition 5 On d�e�nit les op�erateurs lin�eairesr : L

2

(
) �! L

2

(
)
L

2

(IR

+

; dx=2)

et r

�

: L

2

(
) 
 L

2

(IR

+

; dx=2) �! L

2

(
) par

r

~

I

n

(f

n

) = n

~

I

n�1

(f

n

);

r

�

(

~

I

n

(g

n+1

)) =

~

I

n+1

(ĝ

n+1

); n � 0;

si f

n

2

^

L

2

(�

n

), et si g

n+1

2

^

L

2

(�

n

) 
 L

2

(IR

+

) est telle que ĝ

n+1

2

^

L

2

(�

n+1

), o�u

ĝ

n+1

d�esigne la sym�etris�ee en n+ 1 variables de g

n+1

, n � 0.

On remarque que la composition r

�

r donne l'op�erateur de nombre sur la d�ecom-

position chaotique

L

n�0

~

C

n

:

r

�

r

~

I

n

(f

n

) = n

~

I

n

(f

n

); f

n

2

^

L

2

(�

n

):

De plus, ces op�erateurs sont des restrictions des op�erateurs de cr�eation et d'annihilation

sur l'espace de Fock

L

1

n=0

~

H

�n

. On a donc d'apr�es [15]:

Proposition 8 Les op�erateurs r et r

�

sont adjoints et fermables et

E

h

k rF k

2

L

2

(IR

+

;dx=2)

i

=

X

n�0

nn! k f

n

k

2

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

;

o�u F 2 Dom(r) avec F =

P

n�0

~

I

n

(f

n

).

On a �egalement, par le th�eor�eme 4.1. de [15]:

Proposition 9 Soit

L

2

=

n

u 2 L

2

(
)
 L

2

(IR

+

) : u

t

2 Dom(r); dt� p:p:; et ru 2 L

2

(IR

2

+

)
 L

2

(
)

o

:

Pour u; v 2 L

2

, on a

(r

�

u;r

�

v)

L

2

(
)

= (u; v)

L

2

(
)
L

2

(IR

+

)

+

Z

IR

2

+

(r

s

u

t

;r

t

u

s

)

L

2

(
)

dsdt:

L'op�erateur r peut être exprim�e comme op�erateur de di��erence �nie. On d�e�nit

l'application 	

t

: 
 �! 
 par

	

t

(!) = (�

0

; : : : ; �

k�1

; t� 2k � 1; �

k+1

; : : :) ; si 2k � t < 2k + 2; k 2 IN:

Proposition 10 Pour F 2 Dom(r), on a l'expression suivante de r comme op�e-

rateur de di��erence �nie:

r

t

F = F �	

t

�

Z

2[t=2]+2

2[t=2]

F �	

s

ds=2; dt 
 dP � p:p:;

donc

E[r

t

F j

~

F

t

] = E[

~

D

t

F j

~

F

t

] dt
 P p:p:; F 2 P:
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Preuve. On v�eri�e la premi�ere �egalit�e pour les variables al�eatoires de la forme

F =

~

I

n

(v

1

� � � � � v

n

), n � 0. La deuxi�eme �egalit�e provient de l'expression de

E[

~

D

t

F j

~

F

t

] donn�ee dans la preuve du th�eor�eme 1.

�

Cette derni�ere �egalit�e est aussi une cons�equence du fait que, de même que sur l'espace

de Poisson, cf. [16], les adjoints r

�

et

~

� de r et

~

D coincident sur les processus (

~

F

t

)-

adapt�es:

E

h

(rF; u)

L

2

(IR

+

;dx=2)

i

= E [Fr

�

(u)] = E

h

F

~

�(u)

i

= E

h

(

~

DF; u)

L

2

(IR

+

;dx=2)

i

;

si u est (

~

F

t

)-adapt�e et de carr�e int�egrable.

Lemme 1 Si f

n+1

2

^

L

2

(�

n

)
 L

2

(IR

+

), alors

E

h

~

I

n

(f

n+1

(�; t)) j

~

F

t

i

=

~

I

n

�

f

n+1

(�; t)1

[0;2[t=2][

n

(�)

�

dt
 P � p:p:; (9)

et pour F 2 Dom(r):

r

s

E

h

F j

~

F

t

i

= 1

fs<2[t=2]g

E

h

r

s

F j

~

F

t

i

ds
 P � p:p:; t 2 IR

+

: (10)

Preuve. Il su�t de remarquer que pour que (

~

I(f

n+1

(�; t)))

t2IR

+

soit (

~

F

t

)-adapt�e, il

est n�ecessaire et su�sant que f

n+1

(t

1

; : : : ; t

n

; t) = 0 si il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que

t

i

> 2[t=2]. Par ailleurs,

E

h

~

I

m

(g

m

)

~

I

n

�

f

n+1

(�; t)1

[0;2[t=2][

� f

n+1

(�; t)

�i

= 0

pour tout g

m

2

^

L

2

(�

m

) �a support dans [0; 2[t=2][

m

, d'apr�es la proposition 6. On en

d�eduit (10).

�

On a donc le r�esultat suivant qui montre que r

�

, de même que

~

�, est une extension

de l'int�egrale stochastique sur les processus (

~

F

t

)-adapt�es.

Proposition 11 Si v 2 L

2

(
)
 L

2

(IR

+

) est (

~

F

t

)-adapt�e, alors v 2 Dom(r

�

) et

r

�

(v) =

Z

1

0

v(s)d

~

Y

s

:

16



Preuve. Soit la d�ecomposition v =

P

n�0

~

I

n

(v

n+1

) avec v

n+1

2

^

L

2

(�

n

)
L

2

(IR

+

), n 2

IN . D'apr�es la d�e�nition de

~

I

n

, le r�esultat est v�eri��e pour le processus (

~

I

n

(v

n+1

(�; t)))

t2IR

+

qui est aussi (

~

F

t

)-adapt�e, car pour tout g

n

2

^

L

2

(�

n

) �a support dans [2[t=2];1[

n

, on

a dt-p.p.:

n!(v

n+1

(�; t); g

n

)

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

= E

h

~

I

n

(v

n+1

(�; t))

~

I

n

(g

n

)

i

= E

h

v(t)

~

I

n

(g

n

)

i

= E

h

E

h

v(t)

~

I

n

(g

n

) j

~

F

t

ii

= E

h

v(t)E

h

~

I

n

(g

n

) j

~

F

t

ii

= 0:

Le r�esultat est donc �egalement v�eri��e pour v par lin�earit�e et convergence dans L

2

(
),

cf. Prop. 4.

�

Nous allons montrer que la formule de Clark, cf. th�eor�eme 1, peut �egalement s'�ecrire

�a l'aide de l'op�erateur r.

Lemme 2 Les projections sur (

~

F

t

) de r et

~

D peuvent être �etendues comme des

op�erateurs continus de L

2

(
) dans L

2

(
)
 L

2

(IR

+

; dx=2).

Preuve. Ce r�esultat est valable en g�en�eral sur l'espace de Fock. Si F =

P

1

n=0

~

I

n

(f

n

) 2

Dom(r) et u =

P

1

n=0

~

I

n

(u

n+1

) avec u

n+1

2

^

L

2

(�

n

)
 L

2

(IR

+

), n 2 IN , on a:

j (E

h

r

�

F j

~

F

�

i

; u)

L

2

(
)
L

2

(IR

+

;dx=2)

j

�

1

X

n=0

(n+ 1)! j

Z

1

0

(f

n+1

(�; t)1

f�<2[t=2]g

; u

n+1

(�; t))

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

)

dt=2 j

�

1

X

n=0

n! k f

n+1

k

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n+1
k u

n+1

k

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n+1

p

n+ 1

�

 

1

X

n=0

n! k f

n

k

2

L

2

(IR

+

;dx=2)

�n

!

1=2

 

1

X

n=0

n! k u

n+1

k

2

L

2

(IR

+

:dx=2)

�n+1

!

1=2

� k F k

L

2

(
)

k u k

L

2

(
)
L

2

(IR

+

;dx=2)

:

Le même r�esultat pour

~

D est �evident d'apr�es la proposition 10.

�

Th�eor�eme 2 On a pour F 2 L

2

(
)

F = E[F ] +

Z

1

0

E

h

r

t

F j

~

F

t

i

d

~

Y

t

= E[F ] +

Z

1

0

E

h

~

D

t

F j

~

F

t

i

d

~

Y

t

: (11)
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Preuve. Il su�t d'appliquer le th�eor�eme 6, le lemme ci-dessus et la proposition 10.

�

On obtient �egalement, cf. [19] pour le cas de l'espace de Wiener:

Proposition 12 Si F 2

T

n�1

Dom(r

n

), alors F =

P

n�0

~

I

n

(E [r

n

F ]) :

Preuve. Le r�esultat s'obtient par it�erations de la proposition pr�ec�edente, en appli-

quant la relation (10).

�

4 Forme de Dirichlet associ�ee et absolue conti-

nuit�e

Nous commen�cons par d�e�nir une seconde d�ecomposition chaotique de L

2

(
) en

utilisant cette fois les polynômes de Legendre au lieu des int�egrales stochastiques

it�er�ees par rapport �a (

~

Y

t

). Posons H = l

2

(IN ). Soient P

n

, n � 0, les polynômes de

Legendre, qui sont d�e�nis par l'�equation (1) avec �(x) = 1� x

2

et � (x) = �2x:

(1 � x

2

)P

00

n

(x)� 2xP

0

n

(x) + n(n+ 1)P

n

(x) = 0 n � 0; (12)

soit @

�

�@P

n

= �n(n + 1)P

n

o�u @

�

est adjoint de @ pour la densit�e uniforme sur

[�1; 1], et qui satisfont �a la propri�et�e d'orthogonalit�e

Z

1

�1

P

n

(x)P

m

(x)dx=2 = (2n + 1)1

fn=mg

n;m 2 IN:

On a explicitement, cf. [12]:

P

n

(x) =

m=[n=2]

X

m=0

(�1)

m

1

2

m

C

n

m

C

n

2n�2m

x

n�2m

; x 2 [�1; 1];

avec C

k

n

= n=(k!(n � k)!), 0 � k � n. Soit H

�n

le produit tensoriel sym�etrique

compl�et�e de n copies de H.

D�e�nition 6 On d�e�nit pour n � 1 une application lin�eaire I

n

: H

�n

�! L

2

(
)

par

I

n

(e

�n

1

k

1

� � � � � e

�n

d

k

d

) = (2n

1

+ 1)

�1=2

� � � (2n

d

+ 1)

�1=2

P

n

1

(�

k

1

) � � �P

n

d

(�

k

d

);

avec n

1

+ � � �+ n

d

= n et k

1

6= � � � 6= k

d

.
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Proposition 13 L'application I

n

s'�etend en une application lin�eaire continue de

H

�n

dans L

2

(
), avec

E[I

n

(f

n

)

2

] �k f

n

k

H

�n

f

n

2 H

�n

;

et E[I

n

(f

n

)I

m

(g

m

)] = 0 pour n 6= m, g

m

2 H

�m

.

Preuve. Montrons que

(I

n

(f

n

); I

n

(g

n

))

L

2

(
)

= (n!)

�1

(f

n

; g

n

)

l

2

(E

n

)

+ (f

n

; g

n

)

l

2

(F

n

)

pour f

n

; g

n

2 H

�n

�a supports �nis, o�u E

n

= f(k

1

; : : : ; k

n

) : 9 i 6= j avec k

i

= k

j

g et

F

n

= IN

n

nE

n

. Par polarisation, il su�t de montrer cette relation pour f

n

= g

n

= f

�n

o�u f a un support �ni. On a

(n!)

�1

(f

�n

; f

�n

)

l

2

(E

n

)

+ (f

�n

; f

�n

)

l

2

(F

n

)

=

X

k

1

6= � � � 6= k

d

n

1

+ � � �+ n

d

= n

(f

k

1

)

2n

1

� � � (f

k

d

)

2n

d

= E

2

6

4

0

@

X

k

1

;:::;k

d

(f

k

1

)

n

1

� � � (f

k

d

)

n

d

I

n

(e

�n

1

k

1

� � � e

�n

d

k

d

)

1

A

2

3

7

5

= E[I

n

(f

�n

)

2

]:

Il est clair que E[I

n

(f

n

)I

m

(g

m

)] = 0 pour n 6= m car fP

n

(�

k

) : k; n 2 INg est ortho-

gonal dans L

2

(
).

�

Nous passons maintenant �a la d�e�nition d'une forme de Dirichlet sur (
; P ). On

pose L =

~

�

~

D.

D�e�nition 7 On d�e�nit une forme bilin�eaire sym�etrique sur P �P par

�(F;G) = �

1

2

E[FLG] = �

1

2

E

h

(

~

DF;

~

DG)

L

2

(IR

+

)

i

F;G 2 P:

On remarque que � est fermable, de domaine ID

2;1

�ID

2;1

, avec 1 2 ID

2;1

et �(1; 1) = 0.

Proposition 14 Le quintuplet (
;F ; P; ID

2;1

; �) est une structure de Dirichlet locale

qui admet un op�erateur carr�e du champ � : ID

2;1

� ID

2;1

�! L

1

(
; P ) tel que

�(F;G) = �

1

2

(L(FG)� FLG�GLF ) F;G 2 P:
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Preuve. Pour f; g 2 IR[X], posons

e(f; g) = �

1

2

Z

1

�1

(1� x

2

)f

0

(x)g

0

(x)dx=2:

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, e : IR[X]� IR[X]! IR est une forme bilin�eaire sym�etrique

et fermable. Soit d le domaine de sa fermeture, et posons A = �@

x

�(x)@

x

, qui est

un op�erateur autoadjoint sur L

2

([�1; 1]; dx=2), tel que

L[u(�

k

)] = � � j � i �Du(�

k

) = �D

k

(e

k

; j � i �Du(�

k

))

l

2

(IN)

(13)

= �D

k

(i(e

k

); i(Du(�

k

)))

l

2

(IN)

(14)

= �D

k

(�(�

k

)D

k

u(�

k

)) = [A(u)](�

k

); k � 0; u 2 IR[X]; (15)

cf. (4). On a pour u 2 C

1

(IR), avec 0 � u

0

� 1:

2e(f; u(f)) = �

Z

1

�1

f(x)Au(f)(x)dx=2 = �

Z

1

�1

(1 � x

2

)u

0

(f)(x)f

0

(x)

2

dx=2 � 0:

Ceci entraine que e(f; (f � 1)

+

) � 0 pour f 2 d, par fermabilit�e. Donc �A est un

op�erateur de Dirichlet, e est une forme de Dirichlet, et ([�1; 1];B([�1; 1]); dx=2; d; e)

est une structure de Dirichlet. On a IR[X] � Dom(A), IR[X] est dense dans d,

et f

2

2 Dom(A) 8f 2 IR[X]. Donc d'apr�es [3], Corollaire I.4.2.3., e admet un

op�erateur carr�e du champ  : d� d �! L

1

([�1; 1]; dx) donn�e par

(f; g) = �

1

2

(A(fg)� fAg � gAf) f; g 2 IR[X]:

On montre que e est locale en remarquant que pour f; g 2 P tels que

Support(f)

\

Support(g) = ;;

e(f; g) = 0, cf. [3]. La conclusion s'obtient par produit in�ni de structures de

Dirichlet, en utilisant le th�eor�eme V.2.2.1 de [3]. On note � : ID

2;1

� ID

2;1

�!

L

1

(
; P ) l'op�erateur carr�e du champ et � la forme de Dirichlet ainsi obtenus.

�

Les deux r�esultats suivants sont classiques dans le calcul anticipatif sur les espaces

de Wiener ou de Poisson, cf. [5], [14], [16].

Proposition 15 Si F 2 ID

2;1

et v 2 Dom(

~

�) sont tels que F

~

�(v)�

R

1

0

v(s)

~

D

s

Fds 2

L

2

(
; P ), alors Fv 2 Dom(

~

�); et

~

�(Fv) = F

~

�(v)�

Z

1

0

v(s)

~

D

s

Fds:
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Preuve. Identique �a celle du r�esultat analogue sur les espaces de Wiener et de

Poisson, qui fait intervenir le fait que

~

D est une d�erivation, cf. [5], [13], [16].

�

Proposition 16 On a pour F

1

; : : : ; F

n

2 P et f 2 IR[X

n

]:

Lf(F

1

; : : : ; F

n

) =

i=n

X

i=1

@

i

f(F

1

; : : : ; F

n

)LF

i

�

n

X

k;l=1

�(F

k

; F

l

)@

k

@

l

f(F

1

; : : : ; F

n

):

De plus, (
;F ; P; ID

2;1

; �) admet

~

D comme gradient, c.�a.d.

�(F;F ) =k

~

DF k

L

2

(IR

+

)

P � p:p:; F 2 Dom(

~

D):

Preuve. On a

LF =

~

�(

i=n

X

i=1

@

i

f(F

1

; : : : ; F

n

)

~

DF

i

)

=

i=n

X

i=1

@

i

f(F

1

; : : : ; F

n

)

~

�

~

DF

i

� (

~

DF

i

;

~

D@

i

f(F

1

; : : : ; F

n

))

L

2

(IR

+

)

=

i=n

X

i=1

@

i

f(F

1

; : : : F

n

)LF

i

�

n

X

k;l=1

@

k

@

l

f(F

1

; : : : ; F

n

)(

~

DF

k

;

~

DF

l

)

L

2

(IR

+

)

F 2 P:

Montrons que �(F;G) = (

~

DF;

~

DG)

L

2

(IR

+

)

. Par bilin�earit�e, il su�t de montrer ce qui

suit.

L(F

2

)� 2FLF

= �

n

X

k;l=1

(2@

k

f@

l

f + 2f@

k

@

l

f)(

~

DF

l

;

~

DF

k

)

L

2

(IR

+

)

+

i=n

X

i=1

2f@

i

f(F

1

; : : : ; F

n

)L�

i

�2

n

X

i=1

f@

i

fL�

i

+ 2

n

X

k;l=1

f@

k

@

l

f(

~

D�

k

;

~

D�

l

)

L

2

(IR

+

)

= �2

n

X

k;l=1

(

~

D�

l

;

~

D�

k

)

L

2

(IR

+

)

@

k

f@

l

f

= �2(

~

DF;

~

DF )

L

2

(IR

+

)

:

�

Proposition 17 on d�e�nit le chaos d'ordre n par

C

n

= fI

n

(f

n

) : f

n

2 H

�n

g :

On a la d�ecomposition

L

2

(
; P ) =

M

n�0

C

n

;

et le chaos d'ordre n est stable par L: LC

n

� C

n

.
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Preuve. La premi�ere relation est obtenue par densit�e de P et orthogonalit�e des chaos

C

n

, n � 1. La stabilit�e par L de la d�ecomposition chaotique vient de ce que par la

proposition 16,

LI

n

(e

�n

1

k

1

� � � e

�n

d

k

d

) =

l=n

X

l=1

Y

i 6=l

I

n

i

(e

�k

i

)LI

n

l

(e

�k

l

)

pour k

1

6= � � � 6= k

d

, n

1

+ � � �+ n

d

= n, et d'apr�es (15),

LP

n

(�

k

) = �@

x

(�(x)@

x

P

n

(x)) j

x=�

k

= n(n+ 1)P

n

(�

k

); k 2 IN;

�a cause de l'�equation di��erentielle (12) satisfaite par les polynômes de Legendre, cf.

aussi l'�equation (4).

�

En utilisant le th�eor�eme I.7.1.1. de [3], on obtient la condition suivante pour que les

fonctionnelles de (Y

t

)

t2IR

+

aient une densit�e.

Th�eor�eme 3 Soit F 2 ID

2;1

tel que (

~

DF;

~

DF )

L

2

(IR

+

)

> 0 P-p.p. Alors F a une

densit�e par rapport �a la mesure de Lebesgue sur IR.

5 R�egularit�e des densit�es

Nous allons montrer dans cette section que les r�esultats du calcul de Malliavin

concernant la r�egularit�e C

1

des densit�es peuvent être obtenus pour les fonctionnelles

sur (
; P ) en utilisant les outils pr�ec�edemment d�e�nis. D'apr�es [3], Proposition

I.3.2.1., (P

t

)

t2IR

+

= (exp(�tL))

t2IR

+

est un semi-groupe sym�etrique sous-markovien

car � est une forme de Dirichlet, donc (cf. [3], Proposition I.2.2.1.) il peut être �etendu

en un semi-groupe de contractions de L

1

(
; P ), not�e (P

(1)

t

)

t2IR

+

, et le g�en�erateur de

(P

(1)

t

)

t2IR

+

, appel�e L

(1)

, est la plus petite extension ferm�ee de la restriction de L �a

n

F 2 Dom(L)

\

L

1

(
; P ) : LF 2 L

1

(
; P )

o

:

Nous pouvons aussi �etendre la formule donnant l'op�erateur carr�e du champ � de la

fa�con suivante:

Proposition 18 L'op�erateur � est continu pour la norme du graphe de L, avec

�(F;G) = �

1

2

(L

(1)

(FG)� FLG�GLF ) F;G 2 Dom(L):
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Preuve. cf. [1]. On a pour F;G 2 P:

E[j �(F;F )� �(G;G) j]

� E

�

(

q

�(F;F )�

q

�(G;G))(

q

�(F;F ) +

q

�(G;G))

�

� E

�

q

�(F �G;F �G)(

q

�(F;F ) +

q

�(G;G))

�

� E

�

q

�(F �G;F �G)

�

1=2

� 2max(E [�(F;F )]

1=2

; E [�(G;G)]

1=2

)

� k F �G k

L

2

(
;P )

k L(F �G) k

L

2

(
;P )

�2max(E[�(F;F )]

1=2

; E[�(G;G)]

1=2

):

Ceci prouve la continuit�e. Par densit�e, fermabilit�e de L

(1)

et continuit�e de �, on

obtient

L

(1)

(FG) = FLG+GLF � 2�(F;G) F;G 2 Dom(L):

�

Proposition 19 L'op�erateur L est un op�erateur de Malliavin au sens de Stroock [18].

Preuve. Nous faisons r�ef�erence �a la d�e�nition donn�ee dans [1]. Sachant que d'apr�es

la proposition 14, �L=2 d�e�nit une forme de Dirichlet admettant un op�erateur carr�e

du champ et �etant donn�e la proposition 16, il reste �a v�eri�er les points suivants. On

a

P �

n

F 2 Dom(L)

\

L

4

(
; P ) : LF 2 L

4

(
; P ); F

2

2 Dom(L)

o

:

De plus, le graphe de L restreint �a P est dense dans le graphe de L, et

n

F 2 Dom(L

(1)

)

\

L

2

(
; P ) : L

(1)

F 2 L

2

(
; P )

o

� Dom(L);

d'apr�es [3], I.2.4.2.

�

Dans ces conditions on a le th�eor�eme suivant, dont la preuve est identique au cas

de l'espace de Wiener, cf. [2], [18]. Le r�esultat est donn�e ici pour des fonctionnelles

�a valeurs r�eelles, mais peut être obtenu de la même mani�ere pour des fonctionnelles

�a valeurs dans IR

d

.

Th�eor�eme 4 Soit � une variable al�eatoire satisfaisant aux conditions suivantes:

1. Posons g

0

= f�g, g

n+1

= f�;L�;�(�; �) : � 2 g

n

g, n � 0. Supposons que

g

n

� Dom(L) et g

n

�

\

p�1

L

p

(B;P ) 8n 2 IN
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2. Soit � = �(�;�). Supposons que

1

�

2

\

p�1

L

p

(B;P ):

Alors la loi de � a une densit�e C

1

par rapport �a la mesure de Lebesgue sur IR.
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