ESTIMATION ADAPTATIVE DE LA DENSITE SPECTRALE D’UN PROCESSUS
GAUSSIEN FAIBLEMENT OU FORTEMENT DEPENDANT

PHILIPPE SOULIER

Résumé. Cette note présente une méthode d’estimation non paramétrique de la densité spectrale d’un
processus gaussien fractionnaire, qui s’écrit f(z) = |1 — |24 f*(z), ot —1/2 < d < 1/2 et f* est
strictement positive. Nous montrons que la vitesse d’estimation ne dépend pas de d mais seulement de
la régularité de f* et donc est la méme en forte et en faible dépendance. L’estimateur de régression
sur le log-périodogramme réalise les vitesses minimax sur certaines classes fonctionnelles et possede des
propriétés d’adaptativité lorsque la regularité de f* est inconnue.

Abstract. This note presents an estimator of the spectral density f of a fractional Gaussian process.
For such a process, f writes f(z) = |1 — e |??f*(z), where —1/2 < d < 1/2 and f* is positive. The rate
of convergence of an estimator of f is shown not to depend on d but only on the smoothness of f*, and
thus is the same for a long range and a short range dependent process. The log-periodogram estimator is
shown to achieve the best possible rate of convergence when the smoothness of f* is known, and to have
adaptivity property when this smoothness is unknown.

1. INTRODUCTION

L’objet de cette note est de proposer une méthode d’estimation de la densité spectrale f d’un proces-
sus gaussien stationnaire (X):ez, valable aussi bien en faible qu’enforte dépendance. La modélisation
fractionnaire permet de prendre en compte ces deux aspects :

(1) fla) =1 =2 f* (@),

oude€]—1/2,1/2[ et f* est une fonction strictement positive et bornée sur [—,7]. L’hypothese de non
annulation de f est naturelle et correspond & l'inversibilité du processus (X;)tez. Cette modélisation est
dite fractionnaire puisqu’elle correspond au cas ou il existe un processus stationnaire (;):ez de densité
spectrale f* tel que

X; = (]. — B)idet = Z’yjet,j,
7j=0

ot B est 'opérateur de retard et v; = (=1)/T(d + j)/(T'(d);!). Un modele fractionnaire paramétrique
courant est le modele ARFIMA (p,d,q). Il a pour densité spectrale f(z) = |1 — €| 24| P(e'*)/Q(e!®)|?

oi1 P et @ sont des polynomes sans racines communes et sans racines dans un disque D(0,e%) pour un
réel 8" > 0. log(f*) admet alors un développement sur la base de cosinus log(f*) = Z;’;O 6;h; avec

ho(z) = 1/V2x, hj(z) = cos(jz)/+/7, j > 1 qui vérifie, pour tout 3 < ',
(2) D 636 < o
7j=0
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Lorsque d = 0, on retrouve le cadre usuel de la faible dépendance, et lorsque d > 0, on obtient un processus
dit fortement dépendant dont la fonction d’autocovariance n’est pas sommable. Dans le cas d < 0, la
fonction d’autocovariance est sommable, mais certaines propriétés du processus sont semblables & celles
des processus a longue portée. Dans le cas d’'un modele paramétrique, les estimateurs du maximum de
vraisemblance ou du minimum de contraste de Whittle sont y/n-consistants et asymptotiquement efficace
au sens de Fisher. Cependant les modeles paramétriques sont tres sensibles a la connaissance a priori de
I’ordre du modele, et ce plus encore dans le cas de la longue portée. Pour éviter ce type de probleme, il
peut étre avantageux de considérer un modele semi-paramétrique. La fonction f* appartient & une classe
fonctionnelle de dimension infinie. Une classe qui étend naturellement la classe des modeéles ARFIMA
est la classe définie a partir de 1’équation (2), pour tous réels 3 >0, § € [0,1/2[ et L > 0, par

A(B,L,6) = {f Ff(z) = 11— e exp{)_0;hi(x)}, |d <6, Y 67e* < L?}.

=0 =0

Par convention, 4 = 0 correspond au cas de la faible dépendance. D’une facon générale, la régularité de
la fonction f* a un role fondamental. Dans le cas d = 0, elle détermine la rapidité de la décroissance de la
fonction d’autocovariance du processus. Dans le cas d # 0, la décroissance de la fonction d’autocovariance
est déterminée par d, mais les propriétés d’estimation de f sont encore déterminées par f*. En particulier,
il a été montré par Giraitis, Robinson et Samarov (1997) et par Iouditsky, Moulines et Soulier (1999) que
la vitesse de convergence d’un estimateur de d ne dépend que de la régularité de f*. L’estimation de f doit
donc tenir compte de cette régularité, et comme elle est en générale inconnue, doit avoir des propriétés
d’adaptivité par rapport a cette régularité. Le probleme de 'estimation adaptative de la densité spectrale
a été étudié entre autres par Golubev (1993), Efromovich (1998) et Comte (1999), pour des processus
gaussiens faiblement dépendant, et relativement au risque quadratique sur L?([—m, 7], dz). Ce critere
n’est pas adapté lorsque 'on envisage simultanément la faible et la forte dépendance puisque dans ce
dernier cas, la densité spectrale n’est pas de carré intégrable si d > 1/4. Le critére de risque quadratique
logarithmique est pertinent pour cette modélisation. Soit K := K(n) une suite strictement croissante
d’entiers et soit y, = (2k — 1)7/(2K), 1 < k < K. On d’efinit pour tout vecteur u = (uy,-+- ,ux)? de
RX la norme [|ul|2 = 27K 1Y i, u2, et lon identifie une fonction ¢ au vecteur (¢(y1),--- ,d(yx))7.
En appliquant 'inégalité multi-dimensionnelle de Van Trees (cf. Gill et Levit, 1995), on obtient la borne
inférieure minimax suivante.

Théoréme 1. Soient 5 >0, L >0 etd € [0,1/2.

liminfinf sup ———Es[|[l, — 2] > 27/8,
n i feA(.I,s) log(n) ¢ [l ] /

ot linfimum porte sur tous les estimateurs I del = log(f) construits sur une observation X, -+, X,
d’un processus stationnaire (Xy)iez de densité spectrale f.

Pour montrer que cette borne inférieure, qui ne dépend pas de §, est valable en faible et en forte
dépendance, il est nécessaire de construire un estimateur de la densité spectrale qui réalise la vitesse
minimax lorsque la régularité 3 est connue. L’estimateur de régression sur le log-périodogramme introduit
dans la section 2 posséde cette propriété. La régularité 8 n’étant pas connue en pratique, il est nécessaire
d’étudier les propriétés d’adaptivité de ’estimateur par rapport & cette régularité inconnue.
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2. REGRESSION SUR LE LOG-PERIODOGRAMME

Pour estimer le log-spectre, une technique naturelle est la régression sur le log-périodogramme. Le
périodogramme est défini par

1 : ikx
L(z) = %|I;hkxkek 2

ot (ht), 1 <k < n est une suite de nombres complexes. Si ’on choisit hy =1, 1 < k < n, on retrouve le
périodogramme ordinaire. Soient xy = 2kw/n, 1 < k < n/2 les fréquences de Fourier. Il est bien connu
que si le processus X; est un bruit blanc gaussien, lorsque l'on a choisi hy = 1, les variables I,,(xy),
1 < k < [n/2] sont ii.d. de loi exponentielle I'(1,1). Des que le processus (X;) n’est plus Gaussien,
l’indépendance n’est plus vérifiée. Dans le cas d’un processus faiblement dépendant, les variables I, (xy)
sont tout de méme asymptotiquement de loi T'(1,1) et décorrélées. Dans le cas de la longue portée, il
a été montré par Hurvich et Beltrao (1993) que ces propriétés asymptotiques ne sont plus vérifiées :
les variables I,,(z)) ne sont asymptotiquement ni décorrélées ni de loi I'(1,1). Une étude précise de
la structure de dépendance de la suite (In(7k))i1<k<n/2 a été réalisée par Moulines et Soulier (1997).
Pour obtenir des résultats théoriques dans le cadre de 'estimation adaptative, il est nécessaire d’utilser
des coefficients hj, particuliers permettant d’obtenir une réduction de corrélation. On utilisera un noyau
introduit par Hurvich et Chen (1998) et dont les propriétés de décorrélation ont été obtenues par Hurvich,
Moulines et Soulier (1999) :

(3) hy = (1 —e2mt=1/2/my 9 1 <t <.

Remarquons que pour ce noyau, méme dans le cas d’un bruit blanc gaussien, 'indépendance de I,(zy,) et
I,,(z;) n’est plus vérifiée pour deux fréquances de Fourier adjacentes. Pour retrouver cette indépendance,
il est alors nécessaire de ne considérer qu'une fréquence de Fourier sur deux, ce qui entraine une perte de
variance d’un facteur 2. Cette perte de variance peut étre partiellement compensée par agrégation. Le
périodogramme agrégé est défini, pour un entier m > 1 (fixé) par

jA Z;lkm(kq)ﬂ In(z:),1 <k <[n/2m] -1, pour le périodogramme ordinaire,
k= Z;lkm(k—l)—i-l IM(zy), 1<k <[n/4m]—1, pour le périodogramme fenétré.
Pour unifier les notations, on notera K = [(n — m)/2m] dans le cas du périodogramme ordinaire et

K = [(n — 2m)/4m)] dans le cas du périodogramme fenétré. Notons €, = log(L,/f(yk)) — 1 (m), ot ¢
est la fonction digamma (cf. Johnson et Kotz, 1970). Si le processus (X;) est un bruit blanc gaussien (de
densité spectrale 1/27) alors les variables €, 1 < k < K sont indépendantes, centrées et de variance
¢'(m). Par exemple, pour m = 1, il est bien connu que (1) = —v (la constante d’Euler) et 1'(1) = 72/6.
La régression sur le log-périodogramme est basée sur I’ecriture tautologique suivante :

log(In,) = ¢(m) = log(f(yr)) + énp, 1<k <K,

On définit un estimateur lAp,n du log-spectre [ = log(f) en estimant par moindres carrés d et les p premiers
coefficients de Fourier de log(f*) = >_=,8;h;. Posons g(z) = —2log(|1 — €'|).

K

_ _ Pl 2
(d 8o, ,0p1) = arg _ min Z(log(fn,k) —p(m) — dg(ys) — ZHjhj(yk)) :
TOTPT p= j=0

On définit alors l}m = cfg + Z?:o éjh]'. Remarquons que cet estimateur est linéaire par rapport aux
”observations” log(I, 1) et admet une expression tres simple (cf. Moulines et Soulier, 1998). Si I’on note
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I, le projecteur orthogonal sur le sous espace H, de RE engendré par les vecteurs g, ho,--- ,h,_1, on
peut écrire I, ,, = II, ,Y,, = IL, ,! + I, ,€,. On a alors

Ey iy — U] = I = LolI5 + Er (I nenl 2],

ott [, = I, »! est la projection orthogonale de [ sur H,. La quantité ||l —[,||? est entierement déterministe
et calculable explicitement. C’est une version discrétisée du carré de la norme L? de la projection de I
dans le sous espace de L?([—m,7]) (dont la norme sera notée ||.||2) orthogonal & ’espace engendré par les
fonctions g, ho, -+ ,hp_1 :

||l—lp||2—202 Gyl 07 <202
Z,pj

La vitesse d’estimation dépend donc de la decrmssance des coeﬂiaents ;. Les variables €, n’étant ni
centrées ni décorrélées (méme en dépendence faible), pour expliciter leur structure de dépendance, il est
nécessaire d’introduire les classes fonctionnelles suivantes. Soient M > 1 et § € [0,1/2].

maxgel—rx\o{[u(@)| + |lzu'(@)]} _ M}
minfte[—ﬂ',ﬂ] |U(1‘)| N ’

cM,8) = {f: f@) = 1= €| 21 f*(x), f* € G(M), |d] < 6},

On alors sur cette classe une expression asymptotique de la variance du terme stochastique ||II, nen||2.

G(M) = {u e C(l-m,7]), ue D([-m,7]\0),

K
sup  sup | —E; [T, nenll?] — 27r1/1'(m)‘ =o(1),
1<p<K feL(M,5) | P

ol le terme o(1) est une suite tendant vers 0 et ne dépendant que de M et 4. L’équation de balance
biais-variance et linclusion A(83,L,8) C L(M,d) pour M > (1 + wL)e*! montrent que le choix de
pn & log(n)/20 donne un estimateur asymptotiquement minimax sur la classe A(L, 3, 9).

Théoréme 2. L’estimateur construit sur le périodogrammme ordinaire (i.e. hy =1, 1 < k < n) agrégé
est asymptotiquement minimaz. Soit py(B) = log(n)/25.

n ~
limsup sup ——E¢]||l,, — 1] < 2emap’ (m)/B.
MWD s Bl 0, 1) < 26 )

Puisque mi'(m) tend vers 1 lorsque m tend vers l'infini, ce théoréme montre aussi que la borne
inférieure du Théoreme 1 est exacte.

Corollaire 1. Soient >0, L >0 et 6 € [0,1/2].

n ~
lim inf sup —— L, —l|?] = 2n/8,
n— 00 l fGA(B I (5) log( ) f[“ n ||n] /

3. ESTIMATION ADAPTATIVE

L’estimateur proposé ci-dessus est irréalisable lorsque 1’on ne connait pas le rayon d’analyticité 3.
Il est donc nécessaire de pouvoir faire un choix automatique du nombre de coefficients de Fourier 6; a
estimer. Puisque le probléme considéré ici est un probléme de régression (avec bruit non ii.d. mais de
variance connue), il est naturel d’utiliser 'approche de selection de modele de Birgé et Massart (1997)
qui consiste & déterminer le nombre p(x) qui minimise le contraste pénalisé

. 2wy’ (m)p

Spa(k) = ¥ = byl + 1T,
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oY, = (log(I,1)—¢(m),- - ,log(l, k) —(m))T est le vecteur des observations. Pour x = 2, on retrouve
la statistique du C7, de Mallows. Moulines et Soulier (1998) ont montré (dans le cas du périodogramme
ordinaire) que le choix de p(2) est asymptotiquement optimal , i.e.

li Rn(ﬁCL)

im —mM——
n—0o0 lnflgpgK Rn (p)
la convergence ayant lieu en probabilité. Cette optimalité n’est vraie que sous la restriction assez génante
que le nombre de coefficients §; non nuls est infini, et est asymptotique. Aucun contréle du risque n’est
obtenu pour un n donné. Birgé et Massart ont montré qu’en modifiant la pénalisation, on peut obtenir
une borne pour le risque de 'estimateur pénalisé, valable pour tout n dans le cas du bruit i.i.d.

=1,

Théoreéme 3. On considére ’estimateur de régression sur le log-périodogramme fenétré. Soit k > 0
et soit p(k) = argmin << g 10g-3(k) Snp(k). 1l eviste un choiz de k tel que pour tout M > 0 et tout
d € [0,1/2[, pour toute densité spectrale f € L(M,F), on ait :
Er[llsrm — I|I?] < 4 inf I =1, + k27’ (m)p/ K} + C(M, 8)/n.
Wit =PV, _inf | (=1 + w2 (m)p/ K} + OO 5)/

Le résultat obtenu n’est valable que pour n au dela d’un certain rang qui dépend de la classe de densités
spectrales considéree, mais a l’avantage sur la méthode du C; d’étre valable pour un modele paramétrique
: si le nombre de coefficients §; non nuls est fini. le risque de lestimateur adaptatif est d’ordre n=!. On
en déduit un résultat d’adaptivité minimax par rapport & la borne d’analyticité 3.

Corollaire 2. Soient 3* > 3, >0 et L™ > 0.
limsup sup sup sup LIE‘,f[HlA,;mn — 1|’ < C(B.B*,L*).
n—oco B.<B<B* 0<L<L* feA(B,L,5) 108(n)

4. CONCENTRATION

La preuve du Théoreme 3 repose sur une inégalité exponentielle. Pour f € L(M,J), posons €, =

log(In,/ f(yr)) — 1 (m).

Proposition 1. Il existe un réel n(M,0) et un réel N\o(M,d) et une constante C tels que pour tout
A > \o(M,0), pour tout u € RE tel que Zszl ui =1 et maxi<p<r |ug| < n(M,96),

K
sup Py (Z UkEn,k > /\> < Ce .

recams) O\

Cette inégalité entraine une inégalité de concentration analogue & la proposition 6.1 de Baraud et
al. (1999). Soit L, un sous espace de dimension ¢ < K de RE. Pour le réel n(M,§) définit dans la
proposition 1, on pose

K K
Z(q) = ok L 2 -1 <n(M,9) p .
(q) = sup {;Ukﬁ kU E qa;uk alg}cangWH <n(M, )}

Proposition 2. Il ezxiste une constante universelle C* et une constante C(M,d) (ne dépendant que de
M et d) telle que pour tout 1 < ¢ < K,

feziana B HZQ(‘J) —qu}+] < O(M, 5)e= Va2,
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APPENDIX A. PREUVE DU THEOREME 3

Le schéma de la preuve du Théoréme 3 est désormais bien établi. Nous suivons ici Baraud et al. (1999).
Pour alléger les notations, toutes les dépendances en n sont sous-entendues, et nous notons p = p,,, et
pen(p) = 2mky)’(m)p/K. Rappelons encore que nous notons /,, la projection orthogonale de ! (identifié &

un vecteur de R¥) sur le sous espace engendré par les vecteurs g, hg, - - - yhp—1 et l;, est I'estimateur de [
obtenu en estimant par moindres carrés les p premiers coefficients de Fourier de [*. Par définition, on a,
pour tout 1 <p < K,

1V5 = L)1 + pen(p) < [V — LlI” + pen(p) < [[Yn — L||” + pen(p).
Par ailleurs, Y, = + ¢,, d’ou

11— 1

[ < lE= " +2 < enslp = Iy > +pen(p) = pen(p),
==L +2<en,l =1 >+2 < en,ly— Iy >+2 < e,,1, — 1 > +pen(p) — pen(p)
<= 1pl17 + 201l = Il < @, €0 > +225(P) — 2Z2(p) + pen(p) — pen(p),
ol l'on a posé Zy(p) =< €n,l =1, > et & = ||I; —AlA,;||*1(l,3 —15). Soit @ > 0. On utilise maintenant
largument 2ab < aa® + a~1b? pour majorer 2||l; — I;|| < i, €, >.
=TI < = Ll1” + allly — I
= (Il = 1> + alll = |* = alll = 5|1* + " < d,e0 > +2Z5(p) — 2Z5(p) + pen(p) — pen(p).

2ra7! <, e, > 4275(p) — 27Z5(p) + pen(p) — pen(p)

D’ou finalement,
@) (L=a)lll = G|* <[l = 1|* + pen(p) + a™" < it en >* +225(p) — a|l = 1|> = 2Z2(p) — pen(p).

Dans le cas d’un bruit i.i.d. centré, il resterait & appliquer une inégalité de concentration pour majorer
E[< i, €, >2] et & remarquer que E[Z(p)] = 0. Ces deux propriétés ne sont pas vérifiées ici et il faut
introduire quelques modifications techniques par rapport au schéma usuel. Remarquons tout d’abord que
I’on peut écrire

Klog™3(K)
<1§,,€n >= Z \/27T/K<17,q,6n>1{ﬁ:q},
q=1

ou l'on a posé
v 271' (l i)
||lq _lq”\/f_(

Pour appliquer la proposition 2, il faut montrer que pour 1 < ¢ < Klog *(K), et pour n assez grand, les
coordonnés de 7, sont majorées par (M, d). Nous reprenons les notations de Moulines et Soulier (1998).

Ug =

Notons h_; le vecteur unitaire othogonal & hg,--- ,hs—1 et colinéaire & g. Les projections sur l’espace
engendrés par les vecteurs g, ho,--- , hy—1 s’écrivent alors
q—1 g—1
lg=Y <hjl>hj, ly=> <h;,Y,>hy
j=—1 j=—1

TP e iy
et donc iy = ;- Bjh;, avec

8; = «/271'/[((2:;1_1 < by en >?)

~1/2
< En,hj > .
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On a clairement 25;1_1 [372 = 1 et donc |3;| < 1 pour tout j = —1,---,¢ — 1. Par ailleurs, on voit

facilement que maxi<p<r |h—1(yx)| < Cy/qlog(K), d’ou

max max |u =o(1).
1<¢<K log! *3)(K)1§k§K| q(yk)| ( )

Ce qui assure que pour n assez grand, et pour g < Klong(K), les coorconnées de i, sont bien majorées

par n(M,d). On a alors

27 -
i, e, >2< == 7Z%(q).
<, €, >°< 7 (q)

En appliquant la Proposition 2, on a,

2rClq

= W < e(M,8)Ktem VA2,

2 —
swp By [{22%()
feL(M,s)

En sommant pour ¢ compris entre 1 et Klog_3(K), on obtient

sup By [{<d,e, >* —27CTp/K}H] < e(M,8)K™".
FEL(M,5)

Pour majorer E[Z> (p)] et E[Z2(p)] (terme qui serait nul dans le cas d’un bruit centré), nous utilisons les
lemmes suivants.

Lemme 1. Soient M > 1 et € [0,1/2].

sup By [{Zo(6) — (/2L ~ 1y|* ~ mp/ (@F)} ] < e(M,)K .
feL(M,s

Lemme 2. Soient M > 1, € [0,1/2][ et 3 > 0. Pour tout 1 <p < K,
sup  [Er[(Z2(p)]| < BIIL— LplI* + (M, 6, B) K.
FEL(M,S

On peut maintenant récrire (4) en tenant compte des majorations précédentes.
(1= a)E{[ll = I)1°] < 2I[L = L,1* + pen(p)
+a 'E[< G, €, > —20CipK '] + E[22:(p) — al|l — I||° — 7p/ (aK)]
— 2E[Z5 (p)] + E[—pen(p) + o~ '7(2C} + 1)pK ']
< 2l = 1| + pen(p) + (M, 8) K=" + E[—pen(p) + o~ x(2C} + 1)pK ).
11 suffit de choisir &k = (2CF + 1)/(2at)’'(m)), et ’on obtient
(1= @B [l = TlI7] < 2010 = BI7 + pen(p) + c(M, K.

L’inégalité précédente étant vraie pour tout p=1,--- ,Klog_S(K), en prenant par exemple @ = 1/2, on
obtient finalement,

B[] — I]12] < 4 inf =112 + k21’ K1 M, 5K,
I —15]17] < 1gpg<l?og—s(x)(” plI? + K27 (m)pK ~") + ¢(M, 6)
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APPENDIX B. PREUVE DES PROPOSITIONS 1 ET 2 ET DES LEMMES 1 ET 2

Rappelons tout d’abord la décomposition du log-périodogramme obtenue par Moulines et Soulier
(1997) dans le cas du périodogramme ordinaire et par Hurvich, Moulines et Soulier (1999) dans le cas du
périodogramme fenétré.

Théoréme 4. Soit (Xi)icz un processus stationnaire gaussian de densité spectrale f € L(M,§). On a
alors la décomposition

(5) €nk = NMnk + Tnk

ot les variables . 1 < k < K sont centrées de variance ' (m) et de méme loi log(Y') —1(m) ot Y suit
la loi T'(m, 1), et les bornes suivantes

(6) sup |Ef (Mn,ksMn,5)| < e(M,8)ps(k,j), 1<k <j<K,
€
. k2032021067 (5) pour le périodogramme ordinaire,
(7) pa(k,])z (s N—2(2 18] L. .
k=Yg — k)2 (i /k) pour le périodogramme fenétré,
(8) [rn,| < (M, 6)log(l+k)k™', 1<k <K.

Preuve de la Proposition 1. Soit A > 0 et soit u € RE tel que Zle u? = 1. Soit p > 0. En utilisant
la décomposition (5), on a

P (i Uk€n,k > /\) < Py (i Uptng > A/ (1 + P)) + Py (i uprnk > Ap/(1+ P))a
k=1 k=1 k=1

ol I* est un entier dont le choix sera précisé plus loin. La borne (8) entraine que pour A\ > \o(M, 6, p),

]P’f(ZkK:1 ukrnk > Ap/(1+ p)) = 0. Il reste donc & borner le second terme. En appliquant 'inégalité de
Markov, on a

K
Py (Z UpNn,k > Ap/(1+ p)) < e_o‘}‘p/(1+p)IEf [exp{a Z Kugnnk -
k=1 k=1

La loi de ny ; étant donnée par le théoréme 4, on voit facilement que
log(Ey [exp{tn,4}]) = 10g(T(m + 1)) — log(T(m)) — ty(m).
La fonction digamma 1 étant concave, on a
2! (m) sit>0
log(E ¢ [exp{tn,, < 3 -
g(Es [exp{tn ,k}])_{ Byim+t) si—m<t<o.

Pour un p donné, on peut trouver un 5 < 1 tel que si |¢| < 7,
B [exp{tni}] < 2% (m)(14+0) /2
Posons u}, = maxi<i<x |ug|. Si al*u} <1, on a alors
o

E/ [exp{o Z Wil }] < eV (m)(14p)/2
k=1

Pour étudier le second terme, il faut utiliser I'inégalité exponentielle suivante, prouvée dans Soulier (1998).
On pose, pour = € R*™ | ¢(z) = log(|z|?/2) — 1 (m)
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Proposition 3. Soient &1, -- ,&, des vecteurs 2m-dimensionnels conjointement gaussiens standard et
soit T' la matrice de covariance du vecteur X = (&1, -+ ,&,). Soient 81, -+, Bn des nombres réels tels que
tY h_ B =1. Soient 0 < p<m et 0 < e < 1. I existe un réel 1 > 0 et une constante C(e, p) tels que
sitr{(T' = I,)?} < 1 —€ et maxi<p<n |Bn| > 1, on a

(9) E[e® k=1 ﬁw(xk)] < Ce, p)ea2¢'(m)(1+p)/2‘

Le théoreme 4 entra—ine que ’on peut choisir {* ne dépendant que de M et ¢ tel aue les hypotheses de
la proposition 3 soient satisfaites. On a donc finalement, si au}; < n(M,d), en posant S(u) = Zle UM, ks
(10) Ef[e*5(W)] < c(p)eaZw’(m)(ler)/?_

Cette inégalité entraine une inégalité exponentielle en e~ /287 pour A\ petit. Pour obtenir une inégalité
valable pour tout A, on utilise une technique déja uttilisée par Laurent et Massart (1998). Posons
v=1'(m)(1+ p). Pour tout € > 0, on a

E; [eaS(u)] < c(p)evaZ/(Q—ea)-
En appliquant ’'inégalité de Markov, on a
P;(S(u) > A) < c(p) exp{—a) +va®/(2 — ea}.

Cette inégalité est optimisée par @ = A\/(v + €\) < e. Pour pouvoir appliquer (10), il faut donc avoir
ul < en(M,d). On a alors, pour tout A > 0,

P1(S(u) > \) < clp) exp{—\/(20 + N},
Le choix de € est arbitraire. On peut choisir par exemple € = 1/2(1 + p). Pour A > 4v(1 + p), on a donc
Py(S(u) > A) < c(p)e\1+9).

Par ajustement de la constante, 'inégalité est rendue valable pour tout A > 0. On a donc finalement
pour A > \o(M, 6, p), et pour tout u € RE tel que Zle u? =1 et ul <n(M,9),

K
]Pf(zkzl urenk > N) < c(p)e”.

Remarquons que p est arbitraire et qu’on peut par exemple choisir p = 1. La proposition 1 est prouvée.

Preuve de la Proposition 2. Posons, pour tout vecteur u € RX, Z(u) = Zle Uk€n, k- SOit 1 =
n(M,6) le réel défini dans la proposition 1. On a alors Z(q) = sup,¢p, (,) Z(u), ot By(n) est 'ensemble

des vecteurs u de L, tels que 1, u? < 1et maxy<p<k |ug| < 7. Soit &y €]0, 1]. Tl existe un recouvrement
fini Ty, de B,(n) par des boules de rayon §; = §2 * de cardinal au plus égal & (3/3x) (1 ne joue ici
aucun role). On pose Hy = log(|Tx|). Tout vecteur u € By(n) peut alors s’écrire

u=uy+ Zk21(uk — Ug—1),

ot up € Ty et ||lugp — up—1]|| < 9k + Op—1 = %51@71- Soit = (x)nen une suite de réels positifs. Posons
v(x) = (To + Dg>1 30k—121/2).

Ps(Z(q) > v(z)) < Py (Vk € N Jux € T, Z(uo) + 3| Z(us —wp—) > v(x))

3
= ZUGTO Pr(Z(w) > 20) + ZkZl ZuETk,UGTk—l’I|U70||S3(5k/2 Fr(Z(u—v)> 56'“’19:’“)'
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En appliquant la Proposition 1, on obtient, sous réserve du choix des zy,
Yu € Ty, Py[Z(u) > x0] < ce™ ™,
Yu € T, Vv € Ti_1, tels que |Ju —v|| < 3d,_1/2,
P/ Z(u—v) > ;6k_1mk] < ce k.

En sommant ces inégalités et en tenant compte du fait que |Tx| = ef*, on a

]P’f[Z(q) > v(z)] < cefo—Kzo 4 Zk>1 ekt i1 —Kzy

On choisit maintenant xog = Ho + g+ & et ), = Hp + Hp1 + (k + 1)y/g+ &, et 'on obtient, pour
vV q + f > A07

Py[Z(q) > v(@)] < ce VITE,

Il reste a évaluer v(x). Du fait que Hy, < qlog(3/do) + kqlog(2), il vient v(z) = (A(do)\/q + B(d)&), ol
A(dg) et B(do) sont des fonctions explicitables. On choisit §* qui minimise A(J) et ’on pose C; = A(6*)
et B* = B(d*). On obtient alors, si /g4 & > Ao (A¢ est défini dans la proposition 1),

Py (Z%(q) — Ctq > B*¢) < ce VIT&.

Par intégration, on obtient,

B, [{2°(0) - C1a}] = /OOO By (Z%(q) = Ciq > v) do

- pr / Py (Z2(q) - Ciq > B()E) de
0
(Mo—q)* _

=B*/ Py (Z%(q) — Ciq > B*€) dg
0

+B*/ Py (Z%(q) — CYq > B*€) d¢
(Qo—g)t

< C(M, 5)1{q§>\0} + C(M, 5)6_\/al{q>>\o}.
Ao ne dépendant que de M et §, on obtient finalement

B [{72(0) - Cra} "] < e(ar, 0)e VP2,

Preuve du Lemme 1. La preuve du Lemme 1 est une adaptation de la preuve de la proposition 6.2 de
Baraud et al. (1999). Soient € > 0 et z > 0 et soit ¢ un entier.

[ —1,])* + 2?
Py <<l—lq,en > >e%> <Py (< vg,€n>>€),
ot I'on a posé v, = ||l — I,||~*(I — I,). Pour ¢ < Klog™>(K), pour les mémes raisons que dans la preuve

de la proposition 2, on peut appliquer la proposition 1. On a donc
Pi(< vg,en > >€) < ce~VE/2m
En choisissant z = €/a et € = \/27(q + £) /K, on obtient, si /g + & > \o(M, ),
By (< 1=lpen > —(@/Dll = LI > 7lg +)/(aK)) < ce™VFFE,
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En intégrant comme pour la preuve de la Proposition 2, il vient

B[{2:) (/D1 ~ 1?74/ (@B} ] < c(01, )R eV
En sommant ces inégalités pour ¢ = 1,--- , K log *(K), on obtient

B[{2:0) ~ /2l ~ 1P ~ mp/(aF)} | < (M, 0.

Preuve du Lemme 2.

APPENDIX C. PREUVE DU THEOREME 1

La preuve est donnée dans le cas 4 > 0. La preuve dans le cas § = 0, i.e. dans le cas de la faible
dépendance, suit les mémes lignes, et est simplifiée par ’absence des termes liés & la fonction g. Rappelons

que 'on note < .,. > le produit scalaire associé & la norme ||.||. Soit alors 3, = ||g — Z?;S < aj,g> hj|?
et hoy =7 1/2( Zp o < j,g > hj). Les vecteurs hj, —1 < j < p — 1 forment une base orthonormée
du sous-espace de RE engendré par g, ho,--- ,h, 1. Soit (dn)n>1 une suite de réels strictement positifs
et soit (p,)n>1 une suite strictement croissante d’entiers vérifiant pour tout n : p, < K . On pose
© = [—d,,d,]P" et on considére la famille paramétrique suivante
F={fy,0 € 0},
pn—1
log(fo) =1lo =017, "> h -1 + Y O;h;.
i=1

Pour cette famille paramétrique, du fait de ’orthonormalité des vecteurs hj, —1 < j <p—1,si 6 est un

estimateur de # basé sur une observation X, --- , X,, d’un processus (X;):cz de densité spectrale fp, on
a
p—1
o = 151> = Fp(B-1 = 0-1)* + D _(0; = 0;)* = (0 ~6)"B~'(6 - 0),
j=1
Diag(%,"',1,--+,1) est une matrice diagonale de taille p. Soit A une densité de classe C"'

u B

r [-1,1], telle que A(—1) = A(1) = N(—=1) = XN(1) = 0 et d'information de Fisher finie : I, =
f N(2))?/X(z)dx < oo. Soit A\p(x) = d,'A(d,'z) et soit \, la densité d’efinie sur © par A,(z) =
Hf; A(z;). Par application de 'inégalité multidimensionnelle de Van-Trees (cf. Gill et Levit (1995)
Théoréme 1), on a

N

5
@

inf sup By [( —0)"B (0 — 0]>1nf/IE9 0 —60)" (8, — 0)]A\,.(0)do
0 6co

> ( /. tr{BInw)}An(e)dew;l+p—1)d;m)_ .

ou l'infimum est pris sur tous les estimateurs de # basés sur une observation Xi,---,X,, d’un processus
gaussien de densité spectrale fp et I,,(f) est 'information de Fisher de I’observation. Il reste donc a
calculer cette information.
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Lemme 3. Si dylog(n) = o(1), dypn = o(1) et si il existe un € > 0 tel que nd2p;1/2+€ = o(1), alors
n.
uniformément par rapport a 8 € ©

1) = 2L o)
T

Il reste & prouver que l'on peut trouver des suites d,,, p, vérifiant les conditions du Lemme 3 et
telles que la famille F est incluse dans la classe A(S3, L,d), ce qui revient & vérifier d2e??P» est borné.
Posons p, = {log(n) — 4loglog(n)}/2B. Pour ce choix, on a e**"» = n/log?(n) et donc il suffit de
choisir d,, = C'log(n)/+/n pour une constante bien choisie et la famille F est alors incluse dans la classe
A(B,L,0). Les deux autres conditions du Lemme 3 sont aussi vérifiées. On peut maintenant conclure la
preuve du Théoreme 1.

n - n 5 p

inf  sup ——E;||l —1)|*] > infsup ———Ey[(8,, — )T B(B,, — 0)] > 27/8(1 + o(1)).

2 et 5 Tog(n) r T —11F] nfsup ) [( )" B( )] = 27/B(1 + o(1))
Preuve du Lemme 3. Soit () la matrice de covariance de 'observation gaussienne Xi,---,X,, de

densité spectrale fy. On sait que

I(0) = X (i {(=0)"2.50))°})

2 ~1<ij<p-1~

Soit J,, la matrice identité n-dimensionnelle et soit T, (¢) la matrice de Toeplitz d’ordre n de la fonction
intégrable ¢ : Ty (¢)uw = [ d(x)e!*"%dz, 1 < u,v < n. On alors

Y(0) = Tulfo) = 2nJ, + Ta(e —1).

Posons e!? —1 = I+ gg. Sous réserve de prouver que le rayon spectral de la matrice T}, (gy) est strictement
plus petit que 1, on a

$(6) 7199, 2(8) = (21T + Tu(e” — 1))~ (5, Tu(lg) + 95, Tn(g0)) = (27) ' 05, T (lg) + R i(6)-
Pour+=-1,1,--- ,p, — 1, on a donc
1a(8)i,i = (87°) " tr { (90,7 10))” } + i i(6):
Calculons tout d’abord les coefficients de T}, (lg) et le terme principal de tr{BI,()}.
T (10)uso = VO] 1{0< ju—vl<pn} + VTO_195 2 0u—v) L ipn <luol} + VTO-192 {0 = < G Bpu—v] >} {0< u—v]<pn}s

6071Tn(lt9)u,v = ﬁﬁ;iQQ\u—v\l{pngm—vl}a +\/7?;5/11)£2(a|u—v|_ <y, h|u—v| >)1{0§|u—v|<pn)a
00, Tn(lo)uw = VTLju—j=i}, 1 <@ <pp—1,

n—1 pn—1
tr { (6071Tn(lt9))2} = 27771)” Z (TL - J)a? + 27771)” Z (aj_ <g, h] >)27
Jj=pn j=0
tr {(agiTn(zg))Q} = 21 (n — i),
n—1 pn—1 pn—1

tr{BI,(0)} = (4m) " [ D (n—j)aj + D (a— < g,h; >)2+ Y (n—i) | +7a(h).

i=pn =0 i=1
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Remarquons que pour j < K, aj— < g,hj >=< g}, h; >, ot 'on définit our tout p > 1, g, = S

j pajhj.
On a alors

pn—1 pn—1 K-1
> (aj— < g,hj >) Z < Giehy 7<) < gieohy >7= gk
=0 =0

La technique de sommation d’Abel permet de montrer que ||g}||*> = O(K~!). On a finalement
tr{BI,(0)} = (47) 'np, (1 + o(1)) + rp.

1l reste & prouver que r, est bien négligeable. Il faut tout d’abord évaluer le rayon spectral de la matrice
T (e'* —1). En développant la fonction exponentielle & I’ordre » > 3, on obtient

1
~Tallf) + —Talho),

avec |hg| < |lg|®ele!. Pour majorer le rayon spectral d’une matrice de Toeplitz d’ordre n d’une fonction, il
suffit de majorer la somme des n—1 premiers coefficients de Fourier de la fonction considérée. Remarquons
qu’on peut écrire

lg = 971‘(]; + 2(9]’_ < hjag;( > 01)h]

En notant 3; = 8;— < hj, gj > 0_1, on obtient, pour j =0,--- ,n—1

Zue ) <clo- 1|Za]+02|ﬂ]|— (dn 10g(1) + dupy)-

J=pn
Du fait que f ))2dx = O(p™ 1), en appliquant 'inégalité de Holder on obtient que pour tout p > 1
et pour tout e > 0 f (z))**dx = O(p~17¢). En appliquant 'inégalité de Parseval, on obtient , pour

r> 2,

23 <va(f (x)dx)l/Zsch;(/

-7

™

1/2
2 (2)dir + O(piw) — OGR4 prd).

La fonction e!¢ est intgrable et uniformément bornée dans tout LP([—m,7]), donc la méme technique
donne pour hyg,

Z|h9 \/—dr —1/24€ _I_p?,;d:;)

Le rayon spectral p, de la matrice T),(e'* — 1) est donc o(1) sous les hypotheéses du Lemme 3. On peut
donc écrire £(#)™! = (27)~' + A,,, ot A est une matrice de rayon spectral O(p,,). En utilisant I'inégalité
pour des matrices symmétriques |tr(A?B)| < p(B)(tr(A?), ot p(B) est le rayon spectral de la matrice B,
on obtient, avec les notations

Lu(8)is = (872) tr { (90, Tulln))” } (1 + O(4}))
Et ’on a finalement

tr{BI,(0)} = (47) ‘np,(1 + o(1)).
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