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R�esum�e. Cette note pr�esente une m�ethode d'estimation non param�etrique de la densit�e spectrale d'un

processus gaussien fractionnaire, qui s'�ecrit f(x) = j1 � e

ix

j

2d

f

�

(x), o�u �1=2 < d < 1=2 et f

�

est

strictement positive. Nous montrons que la vitesse d'estimation ne d�epend pas de d mais seulement de

la r�egularit�e de f

�

et donc est la même en forte et en faible d�ependance. L'estimateur de r�egression

sur le log-p�eriodogramme r�ealise les vitesses minimax sur certaines classes fonctionnelles et poss�ede des

propri�et�es d'adaptativit�e lorsque la r�egularit�e de f

�

est inconnue.

Abstract. This note presents an estimator of the spectral density f of a fractional Gaussian process.

For such a process, f writes f(x) = j1� e

ix

j

2d

f

�

(x), where �1=2 < d < 1=2 and f

�

is positive. The rate

of convergence of an estimator of f is shown not to depend on d but only on the smoothness of f

�

, and

thus is the same for a long range and a short range dependent process. The log-periodogram estimator is

shown to achieve the best possible rate of convergence when the smoothness of f

�

is known, and to have

adaptivity property when this smoothness is unknown.

1. Introduction

L'objet de cette note est de proposer une m�ethode d'estimation de la densit�e spectrale f d'un proces-

sus gaussien stationnaire (X

t

)

t2Z

, valable aussi bien en faible qu'enforte d�ependance. La mod�elisation

fractionnaire permet de prendre en compte ces deux aspects :

f(x) = j1� e

ix

j

�2d

f

�

(x);(1)

o�u d 2]� 1=2; 1=2[ et f

�

est une fonction strictement positive et born�ee sur [��; �]. L'hypoth�ese de non

annulation de f est naturelle et correspond �a l'inversibilit�e du processus (X

t

)

t2Z

. Cette mod�elisation est

dite fractionnaire puisqu'elle correspond au cas o�u il existe un processus stationnaire (�

t

)

t2Z

de densit�e

spectrale f

�

tel que

X

t

= (1�B)

�d

�

t

=

1

X

j=0



j

�

t�j

;

o�u B est l'op�erateur de retard et 

j

= (�1)

j

�(d + j)=(�(d)j!). Un mod�ele fractionnaire param�etrique

courant est le mod�ele ARFIMA(p; d; q). Il a pour densit�e spectrale f(x) = j1� e

ix

j

�2d

jP (e

ix

)=Q(e

ix

)j

2

o�u P et Q sont des polynômes sans racines communes et sans racines dans un disque D(0; e

�

0

) pour un

r�eel �

0

> 0. log(f

�

) admet alors un d�eveloppement sur la base de cosinus log(f

�

) =

P

1

j=0

�

j

h

j

avec

h

0

(x) = 1=

p

2�, h

j

(x) = cos(jx)=

p

�, j � 1 qui v�eri�e, pour tout � < �

0

,

1

X

j=0

�

2

j

e

2�j

<1:(2)

1
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Lorsque d = 0, on retrouve le cadre usuel de la faible d�ependance, et lorsque d > 0, on obtient un processus

dit fortement d�ependant dont la fonction d'autocovariance n'est pas sommable. Dans le cas d < 0, la

fonction d'autocovariance est sommable, mais certaines propri�et�es du processus sont semblables �a celles

des processus �a longue port�ee. Dans le cas d'un mod�ele param�etrique, les estimateurs du maximum de

vraisemblance ou du minimum de contraste de Whittle sont

p

n-consistants et asymptotiquement e�cace

au sens de Fisher. Cependant les mod�eles param�etriques sont tr�es sensibles �a la connaissance a priori de

l'ordre du mod�ele, et ce plus encore dans le cas de la longue port�ee. Pour �eviter ce type de probl�eme, il

peut être avantageux de consid�erer un mod�ele semi-param�etrique. La fonction f

�

appartient �a une classe

fonctionnelle de dimension in�nie. Une classe qui �etend naturellement la classe des mod�eles ARFIMA

est la classe d�e�nie �a partir de l'�equation (2), pour tous r�eels � > 0, � 2 [0; 1=2[ et L > 0, par

A(�; L; �) =

n

f : f(x) = j1� e

ix

j

�2d

expf

1

X

j=0

�

j

h

j

(x)g; jdj � �;

1

X

j=0

�

2

j

e

2�j

� L

2

o

:

Par convention, � = 0 correspond au cas de la faible d�ependance. D'une fa�con g�en�erale, la r�egularit�e de

la fonction f

�

a un rôle fondamental. Dans le cas d = 0, elle d�etermine la rapidit�e de la d�ecroissance de la

fonction d'autocovariance du processus. Dans le cas d 6= 0, la d�ecroissance de la fonction d'autocovariance

est d�etermin�ee par d, mais les propri�et�es d'estimation de f sont encore d�etermin�ees par f

�

. En particulier,

il a �et�e montr�e par Giraitis, Robinson et Samarov (1997) et par Iouditsky, Moulines et Soulier (1999) que

la vitesse de convergence d'un estimateur de d ne d�epend que de la r�egularit�e de f

�

. L'estimation de f doit

donc tenir compte de cette r�egularit�e, et comme elle est en g�en�erale inconnue, doit avoir des propri�et�es

d'adaptivit�e par rapport �a cette r�egularit�e. Le probl�eme de l'estimation adaptative de la densit�e spectrale

a �et�e �etudi�e entre autres par Golubev (1993), Efromovich (1998) et Comte (1999), pour des processus

gaussiens faiblement d�ependant, et relativement au risque quadratique sur L

2

([��; �]; dx). Ce crit�ere

n'est pas adapt�e lorsque l'on envisage simultan�ement la faible et la forte d�ependance puisque dans ce

dernier cas, la densit�e spectrale n'est pas de carr�e int�egrable si d > 1=4. Le crit�ere de risque quadratique

logarithmique est pertinent pour cette mod�elisation. Soit K := K(n) une suite strictement croissante

d'entiers et soit y

k

= (2k � 1)�=(2K), 1 � k � K. On d'e�nit pour tout vecteur u = (u

1

; � � � ; u

K

)

T

de

R

K

la norme kuk

2

n

= 2�K

�1

P

K

k=1

u

2

k

, et l'on identi�e une fonction � au vecteur (�(y

1

); � � � ; �(y

K

))

T

.

En appliquant l'in�egalit�e multi-dimensionnelle de Van Trees (cf. Gill et Levit, 1995), on obtient la borne

inf�erieure minimax suivante.

Th�eor�eme 1. Soient � > 0, L > 0 et � 2 [0; 1=2[.

lim inf

n

inf

^

l

n

sup

f2A(�;L;�)

n

log(n)

E

f

[k

^

l

n

� lk

2

n

] � 2�=�;

o�u l'in�mum porte sur tous les estimateurs

^

l

n

de l = log(f) construits sur une observation X

1

; � � � ; X

n

d'un processus stationnaire (X

t

)

t2Z

de densit�e spectrale f .

Pour montrer que cette borne inf�erieure, qui ne d�epend pas de �, est valable en faible et en forte

d�ependance, il est n�ecessaire de construire un estimateur de la densit�e spectrale qui r�ealise la vitesse

minimax lorsque la r�egularit�e � est connue. L'estimateur de r�egression sur le log-p�eriodogramme introduit

dans la section 2 poss�ede cette propri�et�e. La r�egularit�e � n'�etant pas connue en pratique, il est n�ecessaire

d'�etudier les propri�et�es d'adaptivit�e de l'estimateur par rapport �a cette r�egularit�e inconnue.
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2. R

�

egression sur le log-p

�

eriodogramme

Pour estimer le log-spectre, une technique naturelle est la r�egression sur le log-p�eriodogramme. Le

p�eriodogramme est d�e�ni par

I

n

(x) =

1

2�n

�

�

n

X

k=1

h

k

X

k

e

ikx

�

�

2

;

o�u (h

k

), 1 � k � n est une suite de nombres complexes. Si l'on choisit h

k

= 1, 1 � k � n, on retrouve le

p�eriodogramme ordinaire. Soient x

k

= 2k�=n, 1 � k < n=2 les fr�equences de Fourier. Il est bien connu

que si le processus X

t

est un bruit blanc gaussien, lorsque l'on a choisi h

k

= 1, les variables I

n

(x

k

),

1 � k � [n=2] sont i.i.d. de loi exponentielle �(1; 1). D�es que le processus (X

t

) n'est plus Gaussien,

l'ind�ependance n'est plus v�eri��ee. Dans le cas d'un processus faiblement d�ependant, les variables I

n

(x

k

)

sont tout de même asymptotiquement de loi �(1; 1) et d�ecorr�el�ees. Dans le cas de la longue port�ee, il

a �et�e montr�e par Hurvich et Beltrao (1993) que ces propri�et�es asymptotiques ne sont plus v�eri��ees :

les variables I

n

(x

k

) ne sont asymptotiquement ni d�ecorr�el�ees ni de loi �(1; 1). Une �etude pr�ecise de

la structure de d�ependance de la suite (I

n

(x

k

))

1�k<n=2

a �et�e r�ealis�ee par Moulines et Soulier (1997).

Pour obtenir des r�esultats th�eoriques dans le cadre de l'estimation adaptative, il est n�ecessaire d'utilser

des coe�cients h

k

particuliers permettant d'obtenir une r�eduction de corr�elation. On utilisera un noyau

introduit par Hurvich et Chen (1998) et dont les propri�et�es de d�ecorr�elation ont �et�e obtenues par Hurvich,

Moulines et Soulier (1999) :

h

t

= (1� e

2i�(t�1=2)=n

)=2; 1 � t � n:(3)

Remarquons que pour ce noyau, même dans le cas d'un bruit blanc gaussien, l'ind�ependance de I

n

(x

k

) et

I

n

(x

l

) n'est plus v�eri��ee pour deux fr�equances de Fourier adjacentes. Pour retrouver cette ind�ependance,

il est alors n�ecessaire de ne consid�erer qu'une fr�equence de Fourier sur deux, ce qui entrâ�ne une perte de

variance d'un facteur 2. Cette perte de variance peut être partiellement compens�ee par agr�egation. Le

p�eriodogramme agr�eg�e est d�e�ni, pour un entier m � 1 (�x�e) par

�

I

n;k

=

(

P

mk

t=m(k�1)+1

I

n

(x

t

); 1 � k � [n=2m]� 1; pour le p�eriodogramme ordinaire,

P

mk

t=m(k�1)+1

I

h

n

(x

2t

); 1 � k � [n=4m]� 1; pour le p�eriodogramme fen�etr�e.

Pour uni�er les notations, on notera K = [(n � m)=2m] dans le cas du p�eriodogramme ordinaire et

K = [(n� 2m)=4m] dans le cas du p�eriodogramme fen�etr�e. Notons �

n;k

= log(

�

I

n;k

=f(y

k

))�  (m), o�u  

est la fonction digamma (cf. Johnson et Kotz, 1970). Si le processus (X

t

) est un bruit blanc gaussien (de

densit�e spectrale 1=2�) alors les variables �

n;k

, 1 � k � K sont ind�ependantes, centr�ees et de variance

 

0

(m). Par exemple, pour m = 1, il est bien connu que  (1) = � (la constante d'Euler) et  

0

(1) = �

2

=6.

La r�egression sur le log-p�eriodogramme est bas�ee sur l'ecriture tautologique suivante :

log(

�

I

n;k

)�  (m) = log(f(y

k

)) + �

n;k

; 1 � k � K;

On d�e�nit un estimateur

^

l

p;n

du log-spectre l = log(f) en estimant par moindres carr�es d et les p premiers

coe�cients de Fourier de log(f

�

) =

P

1

j=0

�

j

h

j

. Posons g(x) = �2 log(j1� e

ix

j).

(

^

d;

^

�

0

; � � � ;

^

�

p�1

) = arg min

�

d;

�

�

0

;

�

�

p�1

K

X

k=1

�

log(

�

I

n;k

)�  (m)�

�

dg(y

k

)�

p�1

X

j=0

�

�

j

h

j

(y

k

)

�

2

:

On d�e�nit alors

^

l

p;n

=

^

dg +

P

p

j=0

^

�

j

h

j

. Remarquons que cet estimateur est lin�eaire par rapport aux

"observations" log(

�

I

n;k

) et admet une expression tr�es simple (cf. Moulines et Soulier, 1998). Si l'on note
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�

p;n

le projecteur orthogonal sur le sous espace H

p

de R

K

engendr�e par les vecteurs g, h

0

; � � � ; h

p�1

, on

peut �ecrire

^

l

p;n

= �

p;n

Y

n

= �

p;n

l +�

p;n

�

n

. On a alors

E

f

[k

^

l

p;n

� lk

2

n

] = kl� l

p

k

2

n

+ E

f

[k�

p;n

�

n

k

2

n

];

o�u l

p

= �

p;n

l est la projection orthogonale de l sur H

p

. La quantit�e kl� l

p

k

2

n

est enti�erement d�eterministe

et calculable explicitement. C'est une version discr�etis�ee du carr�e de la norme L

2

de la projection de l

dans le sous espace de L

2

([��; �]) (dont la norme sera not�ee k:k

2

) orthogonal �a l'espace engendr�e par les

fonctions g, h

0

; � � � ; h

p�1

:

kl � l

p

k

2

2

=

1

X

j=p

�

2

j

�

(

P

1

j=p

j

�1

�

j

)

2

P

1

j=p

j

�2

�

1

X

j=p

�

2

j

:

La vitesse d'estimation d�epend donc de la d�ecroissance des coe�cients �

j

. Les variables �

n;k

n'�etant ni

centr�ees ni d�ecorr�el�ees (même en d�ependence faible), pour expliciter leur structure de d�ependance, il est

n�ecessaire d'introduire les classes fonctionnelles suivantes. Soient M > 1 et � 2 [0; 1=2[.

G(M) =

n

u 2 C([��; �]); u 2 D([��; �] n 0);

max

x2[��;�]n0

fju(x)j+ jxu

0

(x)jg

min

x2[��;�]

ju(x)j

�M

o

;

L(M; �) =

n

f : f(x) = j1� e

ix

j

�2d

f

�

(x); f

�

2 G(M); jdj < �

o

:

On alors sur cette classe une expression asymptotique de la variance du terme stochastique k�

p;n

�

n

k

2

n

.

sup

1�p�K

sup

f2L(M;�)

�

�

�

�

K

p

E

f

[k�

p;n

�

n

k

2

n

]� 2� 

0

(m)

�

�

�

�

= o(1);

o�u le terme o(1) est une suite tendant vers 0 et ne d�ependant que de M et �. L'�equation de balance

biais-variance et l'inclusion A(�; L; �) � L(M; �) pour M � (1 + �L)e

2L

montrent que le choix de

p

n

� log(n)=2� donne un estimateur asymptotiquement minimax sur la classe A(L; �; �).

Th�eor�eme 2. L'estimateur construit sur le p�eriodogrammme ordinaire (i.e. h

k

= 1, 1 � k � n) agr�eg�e

est asymptotiquement minimax. Soit p

n

(�) = log(n)=2�.

lim sup

n!1

sup

f2A(�;L;�)

n

log(n)

E

f

[k

^

l

p

n

(�);n

� lk

2

n

] � 2�m 

0

(m)=�:

Puisque m 

0

(m) tend vers 1 lorsque m tend vers l'in�ni, ce th�eor�eme montre aussi que la borne

inf�erieure du Th�eor�eme 1 est exacte.

Corollaire 1. Soient � > 0, L > 0 et � 2 [0; 1=2[.

lim

n!1

inf

^

l

n

sup

f2A(�;L;�)

n

log(n)

E

f

[k

^

l

n

� lk

2

n

] = 2�=�;

3. Estimation adaptative

L'estimateur propos�e ci-dessus est irr�ealisable lorsque l'on ne connait pas le rayon d'analyticit�e �.

Il est donc n�ecessaire de pouvoir faire un choix automatique du nombre de coe�cients de Fourier �

j

�a

estimer. Puisque le probl�eme consid�er�e ici est un probl�eme de r�egression (avec bruit non i.i.d. mais de

variance connue), il est naturel d'utiliser l'approche de selection de mod�ele de Birg�e et Massart (1997)

qui consiste �a d�eterminer le nombre p̂(�) qui minimise le contraste p�enalis�e

S

p;n

(�) = kY

n

�

^

l

p;n

k

2

+ �

2� 

0

(m)p

K

;
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o�u Y

n

= (log(

�

I

n;1

)� (m); � � � ; log(

�

I

n;K

)� (m))

T

est le vecteur des observations. Pour � = 2, on retrouve

la statistique du C

L

de Mallows. Moulines et Soulier (1998) ont montr�e (dans le cas du p�eriodogramme

ordinaire) que le choix de p̂(2) est asymptotiquement optimal , i.e.

lim

n!1

R

n

(p̂

CL

)

inf

1�p�K

R

n

(p)

= 1;

la convergence ayant lieu en probabilit�e. Cette optimalit�e n'est vraie que sous la restriction assez g�enante

que le nombre de coe�cients �

j

non nuls est in�ni, et est asymptotique. Aucun contrôle du risque n'est

obtenu pour un n donn�e. Birg�e et Massart ont montr�e qu'en modi�ant la p�enalisation, on peut obtenir

une borne pour le risque de l'estimateur p�enalis�e, valable pour tout n dans le cas du bruit i.i.d.

Th�eor�eme 3. On consid�ere l'estimateur de r�egression sur le log-p�eriodogramme fen�etr�e. Soit � > 0

et soit p̂(�) = argmin

1�p�K log

�3

(K)

S

n;p

(�). Il existe un choix de � tel que pour tout M > 0 et tout

� 2 [0; 1=2[, pour toute densit�e spectrale f 2 L(M; �), on ait :

E

f

[k

^

l

p̂(�);n

� lk

2

] � 4 inf

1�p�K= log

3

(n)

fkl� l

p

k

2

+ �2� 

0

(m)p=Kg+ C(M; �)=n:

Le r�esultat obtenu n'est valable que pour n au del�a d'un certain rang qui d�epend de la classe de densit�es

spectrales consid�eree, mais a l'avantage sur la m�ethode du C

l

d'être valable pour un mod�ele param�etrique

: si le nombre de coe�cients �

j

non nuls est �ni. le risque de l'estimateur adaptatif est d'ordre n

�1

. On

en d�eduit un r�esultat d'adaptivit�e minimax par rapport �a la borne d'analyticit�e �.

Corollaire 2. Soient �

�

> �

�

> 0 et L

�

> 0.

lim sup

n!1

sup

�

�

<�<�

�

sup

0<L<L

�

sup

f2A(�;L;�)

n

log(n)

E

f

[k

^

l

p̂

�

;n

� lk

2

] � C(�

�

�

�

; L

�

):

4. Concentration

La preuve du Th�eor�eme 3 repose sur une in�egalit�e exponentielle. Pour f 2 L(M; �), posons �

n;k

=

log(

�

I

n;k

=f(y

k

))�  (m).

Proposition 1. Il existe un r�eel �(M; �) et un r�eel �

0

(M; �) et une constante C tels que pour tout

� > �

0

(M; �), pour tout u 2 R

K

tel que

P

K

k=1

u

2

k

= 1 et max

1�k�K

ju

k

j � �(M; �),

sup

f2L(M;�)

P

f

 

K

X

k=1

u

k

�

n;k

> �

!

� Ce

��

:

Cette in�egalit�e entrâ�ne une in�egalit�e de concentration analogue �a la proposition 6.1 de Baraud et

al. (1999). Soit L

q

un sous espace de dimension q � K de R

K

. Pour le r�eel �(M; �) d�e�nit dans la

proposition 1, on pose

�

Z(q) = sup

(

K

X

k=1

u

k

�

n;k

;u 2 L

q

;

K

X

k=1

u

2

k

= 1; max

1�k�K

ju

k

j � �(M; �)

)

:

Proposition 2. Il existe une constante universelle C

�

et une constante C(M; �) (ne d�ependant que de

M et �) telle que pour tout 1 � q � K,

sup

f2L(M;�)

E

f

hn

�

Z

2

(q)� C

�

1

q

o

+

i

� C(M; �)e

�

p

q=2

:
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Appendix A. Preuve du Th

�

eor

�

eme 3

Le sch�ema de la preuve du Th�eor�eme 3 est d�esormais bien �etabli. Nous suivons ici Baraud et al. (1999).

Pour all�eger les notations, toutes les d�ependances en n sont sous-entendues, et nous notons p̂ = p̂

�

, et

pen(p) = 2�� 

0

(m)p=K. Rappelons encore que nous notons l

p

la projection orthogonale de l (identi��e �a

un vecteur de R

K

) sur le sous espace engendr�e par les vecteurs g; h

0

; � � � ; h

p�1

et

^

l

p

est l'estimateur de l

obtenu en estimant par moindres carr�es les p premiers coe�cients de Fourier de l

�

. Par d�e�nition, on a,

pour tout 1 � p � K,

kY

n

�

^

l

p̂

k

2

+ pen(p̂) � kY

n

�

^

l

p

k

2

+ pen(p) � kY

n

� l

p

k

2

+ pen(p):

Par ailleurs, Y

n

= l + �

n

, d'o�u

kl�

^

l

p̂

k

2

� kl� l

p

k

2

+ 2 < �

n

; l

p

�

^

l

p̂

> +pen(p)� pen(p̂);

= kl� l

p

k

2

+ 2 < �

n

; l � l

p̂

> +2 < �

n

; l

p̂

�

^

l

p̂

> +2 < �

n

; l

p

� l > +pen(p)� pen(p̂)

� kl� l

p

k

2

+ 2kl

p̂

�

^

l

p̂

k < û; �

n

> +2Z

2

(p̂)� 2Z

2

(p) + pen(p)� pen(p̂);

o�u l'on a pos�e Z

2

(p) =< �

n

; l � l

p

> et û = kl

p̂

�

^

l

p̂

k

�1

(l

p̂

�

^

l

p̂

). Soit � > 0. On utilise maintenant

l'argument 2ab � �a

2

+ �

�1

b

2

pour majorer 2kl

p̂

�

^

l

p̂

k < û; �

n

>.

kl �

^

l

p̂

k

2

� kl � l

p

k

2

+ �kl

p̂

�

^

l

p̂

k

2

+ �

�1

< û; �

n

>

2

+2Z

2

(p̂)� 2Z

2

(p) + pen(p)� pen(p̂)

= kl � l

p

k

2

+ �kl �

^

l

p̂

k

2

� �kl � l

p̂

k

2

+ �

�1

< û; �

n

>

2

+2Z

2

(p̂)� 2Z

2

(p) + pen(p)� pen(p̂):

D'o�u �nalement,

(1� �)kl �

^

l

p̂

k

2

� kl� l

p

k

2

+ pen(p) + �

�1

< û; �

n

>

2

+2Z

2

(p̂)� �kl � l

p̂

k

2

� 2Z

2

(p)� pen(p̂):(4)

Dans le cas d'un bruit i.i.d. centr�e, il resterait �a appliquer une in�egalit�e de concentration pour majorer

E [< û; �

n

>

2

] et �a remarquer que E [Z

2

(p)] = 0. Ces deux propri�et�es ne sont pas v�eri��ees ici et il faut

introduire quelques modi�cations techniques par rapport au sch�ema usuel. Remarquons tout d'abord que

l'on peut �ecrire

< û; �

n

>=

K log

�3

(K)

X

q=1

p

2�=K < û

q

; �

n

> 1

fp̂=qg

;

o�u l'on a pos�e

û

q

=

p

2�

kl

q

�

^

l

q

k

p

K

(l

q

�

^

l

q

):

Pour appliquer la proposition 2, il faut montrer que pour 1 � q � K log

�3

(K), et pour n assez grand, les

coordonn�es de û

q

sont major�ees par �(M; �). Nous reprenons les notations de Moulines et Soulier (1998).

Notons h

�1

le vecteur unitaire othogonal �a h

0

; � � � ; h

q�1

et colin�eaire �a g. Les projections sur l'espace

engendr�es par les vecteurs g; h

0

; � � � ; h

q�1

s'�ecrivent alors

l

q

=

q�1

X

j=�1

< h

j

; l > h

j

;

^

l

q

=

q�1

X

j=�1

< h

j

; Y

n

> h

j

;

et donc û

q

=

P

q�1

j=�1

�

j

h

j

, avec

�

j

=

p

2�=K

�

X

q�1

j=�1

< h

j

; �

n

>

2

�

�1=2

< �

n

; h

j

> :
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On a clairement

P

q�1

j=�1

�

2

j

= 1 et donc j�

j

j � 1 pour tout j = �1; � � � ; q � 1. Par ailleurs, on voit

facilement que max

1�k�K

jh

�1

(y

k

)j � C

p

q log(K), d'o�u

max

1�q�K log

(

�3)(K)

max

1�k�K

ju

q

(y

k

)j = o(1):

Ce qui assure que pour n assez grand, et pour q � K log

�3

(K), les coorconn�ees de û

q

sont bien major�ees

par �(M; �). On a alors

< û; �

n

>

2

�

2�

K

�

Z

2

(q):

En appliquant la Proposition 2, on a,

sup

f2L(M;�)

E

f

�

f

2�

K

�

Z

2

(q)�

2�C

�

1

q

K

g

+

�

� c(M; �)K

�1

e

�

p

q=2

:

En sommant pour q compris entre 1 et K log

�3

(K), on obtient

sup

f2L(M;�)

E

f

�

f< û; �

n

>

2

�2�C

�

1

p̂=Kg

+

�

� c(M; �)K

�1

:

Pour majorer E [Z

2

(p̂)] et E [Z

2

(p)] (terme qui serait nul dans le cas d'un bruit centr�e), nous utilisons les

lemmes suivants.

Lemme 1. Soient M > 1 et � 2 [0; 1=2[.

sup

f2L(M;�

E

f

h

�

Z

2

(p̂)� (�=2)kl � l

p̂

k

2

� �p̂=(�K)

	

+

i

� c(M; �)K

�1

:

Lemme 2. Soient M > 1, � 2 [0; 1=2[ et � > 0. Pour tout 1 � p � K,

sup

f2L(M;�

jE

f

[(Z

2

(p)]j � �kl � l

p

k

2

+ c(M; �; �)K

�1

:

On peut maintenant r�ecrire (4) en tenant compte des majorations pr�ec�edentes.

(1� �)E [kl �

^

l

p̂

k

2

] � 2kl� l

p

k

2

+ pen(p)

+ �

�1

E

�

< û; �

n

>

2

�2�C

�

1

p̂K

�1

�

+ E

�

2Z

2

(p̂)� �kl � l

p̂

k

2

� �p̂=(�K)

�

� 2E [Z

2

(p)] + E

�

�pen(p̂) + �

�1

�(2C

�

1

+ 1)p̂K

�1

�

� 2kl� l

p

k

2

+ pen(p) + c(M; �)K

�1

+ E

�

�pen(p̂) + �

�1

�(2C

�

1

+ 1)p̂K

�1

�

:

Il su�t de choisir � = (2C

�

1

+ 1)=(2� 

0

(m)), et l'on obtient

(1� �)E

f

[kl �

^

l

p̂

k

2

n

] � 2kl� l

p

k

2

n

+ pen(p) + c(M; �)K

�1

:

L'in�egalit�e pr�ec�edente �etant vraie pour tout p = 1; � � � ;K log

�3

(K), en prenant par exemple � = 1=2, on

obtient �nalement,

E

f

[kl �

^

l

p̂

k

2

] � 4 inf

1�p�K log

�3

(K)

�

kl � l

p

k

2

+ �2� 

0

(m)pK

�1

�

+ c(M; �)K

�1

:



Esti;mation adaptative de la densit�e spectrale 9

Appendix B. Preuve des Propositions 1 et 2 et des Lemmes 1 et 2

Rappelons tout d'abord la d�ecomposition du log-p�eriodogramme obtenue par Moulines et Soulier

(1997) dans le cas du p�eriodogramme ordinaire et par Hurvich, Moulines et Soulier (1999) dans le cas du

p�eriodogramme fen�etr�e.

Th�eor�eme 4. Soit (X

t

)

t2Z

un processus stationnaire gaussian de densit�e spectrale f 2 L(M; �). On a

alors la d�ecomposition

�

n;k

= �

n;k

+ r

n;k

(5)

o�u les variables �

n;k

1 � k � K sont centr�ees de variance  

0

(m) et de même loi log(Y )� (m) o�u Y suit

la loi �(m; 1), et les bornes suivantes

sup

f2L

jE

f

(�

n;k

; �

n;j

)j � c(M; �)p

�

(k; j); 1 � k < j � K;(6)

p

�

(k; j) =

�

k

�2�

j

2��2

log

2

(j) pour le p�eriodogramme ordinaire,

k

�1

(j � k)

�2

(j=k)

j�j

pour le p�eriodogramme fen�etr�e,

(7)

jr

n;k

j � c(M; �) log(1 + k)k

�1

; 1 � k � K:(8)

Preuve de la Proposition 1. Soit � > 0 et soit u 2 R

K

tel que

P

K

k=1

u

2

k

= 1. Soit � > 0. En utilisant

la d�ecomposition (5), on a

P

f

�

K

X

k=1

u

k

�

n;k

> �

�

� P

f

�

K

X

k=1

u

k

�

n;k

> �=(1 + �)

�

+ P

f

�

K

X

k=1

u

k

r

n;k

> ��=(1 + �)

�

;

o�u l

�

est un entier dont le choix sera pr�ecis�e plus loin. La borne (8) entrâ�ne que pour � > �

0

(M; �; �),

P

f

(

P

K

k=1

u

k

r

n;k

> ��=(1 + �)) = 0. Il reste donc �a borner le second terme. En appliquant l'in�egalit�e de

Markov, on a

P

f

�

K

X

k=1

u

k

�

n;k

> ��=(1 + �)

�

� e

����=(1+�)

E

f

[expf�

X

k=1

Ku

k

�

n;k

g]:

La loi de �

n;k

�etant donn�ee par le th�eor�eme 4, on voit facilement que

log(E

f

[expft�

n;k

g]) = log(�(m+ t))� log(�(m))� t (m):

La fonction digamma  �etant concave, on a

log(E

f

[expft�

n;k

g]) �

(

t

2

2

 

0

(m) si t � 0,

t

2

2

 

0

(m+ t) si �m < t < 0.

Pour un � donn�e, on peut trouver un � � 1 tel que si jtj � �,

E

f

[expft�

n;k

g] � e

t

2

 

0

(m)(1+�)=2

:

Posons u

�

n

= max

1�k�K

ju

k

j. Si �l

�

u

�

n

� �, on a alors

E

f

[expf�

l

�

X

k=1

u

k

�

n;k

g] � e

�

2

 

0

(m)(1+�)=2

:

Pour �etudier le second terme, il faut utiliser l'in�egalit�e exponentielle suivante, prouv�ee dans Soulier (1998).

On pose, pour x 2 R

2m

, �(x) = log(jxj

2

=2)�  (m)
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Proposition 3. Soient �

1

; � � � ; �

n

des vecteurs 2m-dimensionnels conjointement gaussiens standard et

soit � la matrice de covariance du vecteur X = (�

1

; � � � ; �

n

). Soient �

1

; � � � ; �

n

des nombres r�eels tels que

t

P

n

k=1

�

2

= 1. Soient 0 < � < m et 0 < � < 1. Il existe un r�eel � > 0 et une constante C(�; �) tels que

si trf(�� I

u

)

2

g < 1� � et max

1�k�n

j�

n;k

j � �, on a

E [e

�

P

n

k=1

�

k

�(X

k

)

] � C(�; �)e

�

2

 

0

(m)(1+�)=2

:(9)

Le th�eor�eme 4 entra|̂ine que l'on peut choisir l

�

ne d�ependant que deM et � tel aue les hypoth�eses de

la proposition 3 soient satisfaites. On a donc �nalement, si �u

�

n

� �(M; �), en posant S(u) =

P

K

k=1

u

k

�

n;k

,

E

f

[e

�S(u)

] � c(�)e

�

2

 

0

(m)(1+�)=2

:(10)

Cette in�egalit�e entrâ�ne une in�egalit�e exponentielle en e

��

2

=2s

2

pour � petit. Pour obtenir une in�egalit�e

valable pour tout �, on utilise une technique d�ej�a uttilis�ee par Laurent et Massart (1998). Posons

v =  

0

(m)(1 + �). Pour tout � > 0, on a

E

f

[e

�S(u)

] � c(�)e

v�

2

=(2���)

:

En appliquant l'in�egalit�e de Markov, on a

P

f

(S(u) > �) � c(�) expf���+ v�

2

=(2� ��g:

Cette in�egalit�e est optimis�ee par � = �=(v + ��) � �. Pour pouvoir appliquer (10), il faut donc avoir

u

�

n

� ��(M; �). On a alors, pour tout � > 0,

P

f

(S(u) > �) � c(�) expf��

2

=(2v + ��)g:

Le choix de � est arbitraire. On peut choisir par exemple � = 1=2(1 + �). Pour � > 4v(1 + �), on a donc

P

f

(S(u) > �) � c(�)e

��(1+�)

:

Par ajustement de la constante, l'in�egalit�e est rendue valable pour tout � > 0. On a donc �nalement

pour � > �

0

(M; �; �), et pour tout u 2 R

K

tel que

P

K

k=1

u

2

k

= 1 et u

�

n

� �(M; �),

P

f

(

X

K

k=1

u

k

�

n;k

> �) � c(�)e

��

:

Remarquons que � est arbitraire et qu'on peut par exemple choisir � = 1. La proposition 1 est prouv�ee.

Preuve de la Proposition 2. Posons, pour tout vecteur u 2 R

K

, Z(u) =

P

K

k=1

u

k

�

n;k

. Soit � :=

�(M; �) le r�eel d�e�ni dans la proposition 1. On a alors

�

Z(q) = sup

u2B

q

(�)

Z(u), o�u B

q

(�) est l'ensemble

des vecteurs u de L

q

tels que

P

K

k=1

u

2

k

� 1 et max

1�k�K

ju

k

j � �. Soit �

0

2]0; 1]. Il existe un recouvrement

�ni T

k

de B

q

(�) par des boules de rayon �

k

= �

0

2

�k

de cardinal au plus �egal �a (3=�

k

)

q

(� ne joue ici

aucun rôle). On pose H

k

= log(jT

k

j). Tout vecteur u 2 B

q

(�) peut alors s'�ecrire

u = u

0

+

X

k�1

(u

k

� u

k�1

);

o�u u

k

2 T

k

et ku

k

� u

k�1

k � �

k

+ �

k�1

=

3

2

�

k�1

. Soit x = (x

k

)

n2N

une suite de r�eels positifs. Posons

v(x) = (x

0

+

P

k�1

3�

k�1

x

k

=2).

P

f

(

�

Z(q) > v(x)) � P

f

�

8k 2 N; 9u

k

2 T

k

; Z(u

0

) +

X

k�1

Z(u

k

� u

k�1

) > v(x)

�

�

X

u2T

0

P

f

(Z(u) > x

0

) +

X

k�1

X

u2T

k

;v2T

k�1

;ku�vk�3�

k

=2

P

f

(Z(u� v) >

3

2

�

k�1

x

k

):
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En appliquant la Proposition 1, on obtient, sous r�eserve du choix des x

k

,

8u 2 T

0

; P

f

[Z(u) > x

0

] � ce

�x

0

;

8u 2 T

k

;8v 2 T

k�1

; tels que ku� vk � 3�

k�1

=2;

P

f

[Z(u� v) >

3

2

�

k�1

x

k

] � ce

�x

k

:

En sommant ces in�egalit�es et en tenant compte du fait que jT

k

j = e

H

k

, on a

P

f

[

�

Z(q) > v(x)] � ce

H

0

�Kx

0

+ c

X

k�1

e

H

k

+H

k�1

�Kx

k

:

On choisit maintenant x

0

= H

0

+

p

q + � et x

k

= H

k

+ H

k+1

+ (k + 1)

p

q + �, et l'on obtient, pour

p

q + � > �

0

,

P

f

[

�

Z(q) > v(x)] � ce

�

p

q+�

:

Il reste �a �evaluer v(x). Du fait que H

k

� q log(3=�

0

) + kq log(2), il vient v(x) = (A(�

0

)

p

q +B(�

0

)�), o�u

A(�

0

) et B(�

0

) sont des fonctions explicitables. On choisit �

�

qui minimise A(�) et l'on pose C

�

1

= A(�

�

)

et B

�

= B(�

�

). On obtient alors, si

p

q + � > �

0

(�

0

est d�e�ni dans la proposition 1),

P

f

�

�

Z

2

(q)� C

�

1

q > B

�

�

�

� ce

�

p

q+�

:

Par int�egration, on obtient,

E

f

h

�

�

Z

2

(q)� C

�

1

q

	

+

i

=

Z

1

0

P

f

�

�

Z

2

(q)� C

�

1

q > v

�

dv

= B

�

Z

1

0

P

f

�

�

Z

2

(q)� C

�

1

q > B(�

�

)�

�

d�

= B

�

Z

(�

0

�q)

+

0

P

f

�

�

Z

2

(q)� C

�

1

q > B

�

�

�

d�

+B

�

Z

1

(�

0

�q)

+

P

f

�

�

Z

2

(q)� C

�

1

q > B

�

�

�

d�

� c(M; �)1

fq��

0

g

+ c(M; �)e

�

p

q

1

fq>�

0

g

:

�

0

ne d�ependant que de M et �, on obtient �nalement

E

f

h

�

�

Z

2

(q)� C

�

1

q

	

+

i

� c(M; �)e

�

p

q=2

:

Preuve du Lemme 1. La preuve du Lemme 1 est une adaptation de la preuve de la proposition 6.2 de

Baraud et al. (1999). Soient � > 0 et x > 0 et soit q un entier.

P

f

�

< l � l

q

; �

n

> > �

kl� l

q

k

2

+ x

2

2x

�

� P

f

(< v

q

; �

n

> > �) ;

o�u l'on a pos�e v

q

= kl� l

q

k

�1

(l � l

q

). Pour q � K log

�3

(K), pour les mêmes raisons que dans la preuve

de la proposition 2, on peut appliquer la proposition 1. On a donc

P

f

(< v

q

; �

n

> > �) � ce

��

p

K=2�

En choisissant x = �=� et � =

p

2�(q + �)=K, on obtient, si

p

q + � � �

0

(M; �),

P

f

�

< l � l

q

; �

n

> �(�=2)kl� l

q

k

2

> �(q + �)=(�K)

�

� ce

�

p

q+�

:
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En int�egrant comme pour la preuve de la Proposition 2, il vient

E

hn

Z

2

(q)� (�=2)kl � l

q

k

2

� �q=(�K)

o

+

i

� c(M; �)K

�1

e

�

p

q=2

:

En sommant ces in�egalit�es pour q = 1; � � � ;K log

�3

(K), on obtient

E

hn

Z

2

(p̂)� (�=2)kl� l

p̂

k

2

� �p̂=(�K)

o

+

i

� c(M; �)K

�1

:

Preuve du Lemme 2.

Appendix C. Preuve du Th

�

eor

�

eme 1

La preuve est donn�ee dans le cas � > 0. La preuve dans le cas � = 0, i.e. dans le cas de la faible

d�ependance, suit les mêmes lignes, et est simpli��ee par l'absence des termes li�es �a la fonction g. Rappelons

que l'on note < :; : > le produit scalaire associ�e �a la norme k:k. Soit alors ~

p

= kg�

P

p�1

j=0

< �

j

; g > h

j

k

2

et h

�1

= ~

�1=2

p

(g�

P

p�1

j=0

< �

j

; g > h

j

). Les vecteurs h

j

, �1 � j � p� 1 forment une base orthonorm�ee

du sous-espace de R

K

engendr�e par g, h

0

; � � � ; h

p�1

. Soit (d

n

)

n�1

une suite de r�eels strictement positifs

et soit (p

n

)

n�1

une suite strictement croissante d'entiers v�eri�ant pour tout n : p

n

� K . On pose

� = [�d

n

; d

n

]

p

n

et on consid�ere la famille param�etrique suivante

F = ff

�

; � 2 �g;

log(f

�

) = l

�

= �

�1

~

�1=2

p

h

�1

+

p

n

�1

X

j=1

�

j

h

j

:

Pour cette famille param�etrique, du fait de l'orthonormalit�e des vecteurs h

j

, �1 � j � p� 1, si

^

� est un

estimateur de � bas�e sur une observation X

1

; � � � ; X

n

d'un processus (X

t

)

t2Z

de densit�e spectrale f

�

, on

a

kl

�

� l

^

�

k

2

= ~

p

(

^

�

�1

� �

�1

)

2

+

p�1

X

j=1

(

^

�

j

� �

j

)

2

= (

^

� � �)

T

B

�1

(

^

� � �);

o�u B = Diag(~

�1

p

; 1; � � � ; 1) est une matrice diagonale de taille p. Soit � une densit�e de classe C

1

sur [�1; 1], telle que �(�1) = �(1) = �

0

(�1) = �

0

(1) = 0 et d'information de Fisher �nie : I

�

=

R

1

�1

(�

0

(x))

2

=�(x)dx < 1. Soit �

n

(x) = d

�1

n

�(d

�1

n

x) et soit �

n

la densit�e d'e�nie sur � par �

n

(x) =

Q

p

n

i=1

�(x

i

). Par application de l'in�egalit�e multidimensionnelle de Van-Trees (cf. Gill et Levit (1995)

Th�eor�eme 1), on a

inf

^

�

sup

�2�

E

�

[(

^

� � �)

T

B

�1

(

^

� � �)] � inf

^

�

n

Z

�

E

�

[(

^

� � �)

T

(

^

�

n

� �)]�

n

(�)d�

�p

2

�

Z

�

trfBI

n

(�)g�

n

(�)d� + (~

�1

p

+ p� 1)d

�2

n

I

�

�

�1

:

o�u l'in�mum est pris sur tous les estimateurs de � bas�es sur une observation X

1

; � � � ; X

n

d'un processus

gaussien de densit�e spectrale f

�

et I

n

(�) est l'information de Fisher de l'observation. Il reste donc �a

calculer cette information.
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Lemme 3. Si d

n

log(n) = o(1), d

n

p

n

= o(1) et si il existe un � > 0 tel que

p

nd

2

n

p

�1=2+�

n

= o(1), alors

uniform�ement par rapport �a � 2 �

I

n

(�) =

np

n

(1 + o(1))

4�

:

Il reste �a prouver que l'on peut trouver des suites d

n

, p

n

v�eri�ant les conditions du Lemme 3 et

telles que la famille F est incluse dans la classe A(�; L; �), ce qui revient �a v�eri�er d

2

n

e

2�p

n

est born�e.

Posons p

n

= flog(n) � 4 log log(n)g=2�. Pour ce choix, on a e

2�p

n

= n= log

2

(n) et donc il su�t de

choisir d

n

= C log(n)=

p

n pour une constante bien choisie et la famille F est alors incluse dans la classe

A(�; L; �). Les deux autres conditions du Lemme 3 sont aussi v�eri��ees. On peut maintenant conclure la

preuve du Th�eor�eme 1.

inf

^

f

n

sup

f2A(�;L;�)

n

log(n)

E

f

[k

^

l � lk

2

] � inf

^

�

n

sup

�2�

n

log(n)

E

�

[(

^

�

n

� �)

T

B(

^

�

n

� �)] � 2�=�(1 + o(1)):

Preuve du Lemme 3. Soit �(�) la matrice de covariance de l'observation gaussienne X

1

; � � � ; X

n

de

densit�e spectrale f

�

. On sait que

I

n

(�) =

1

2

�

tr

n

�

�(�)

�1

@

�

i

�(�)

�

2

o�

�1�i;j�p�1

:

Soit J

n

la matrice identit�e n-dimensionnelle et soit T

n

(�) la matrice de Toeplitz d'ordre n de la fonction

int�egrable � : T

n

(�)

u;v

=

R

�

��

�(x)e

i(u�v)x

dx, 1 � u; v � n. On alors

�(�) = T

n

(f

�

) = 2�J

n

+ T

n

(e

l

�

� 1):

Posons e

l

�

�1 = l

�

+g

�

. Sous r�eserve de prouver que le rayon spectral de la matrice T

n

(g

�

) est strictement

plus petit que 1, on a

�(�)

�1

@

�

i

�(�) =

�

2�J

n

+ T

n

(e

l

�

� 1)

�

�1

(@

�

i

T

n

(l

�

) + @

�

i

T

n

(g

�

)) = (2�)

�1

@

�

i

T

n

(l

�

) +R

n;i

(�):

Pour i = �1; 1; � � � ; p

n

� 1, on a donc

I

n

(�)

i;i

= (8�

2

)

�1

tr

n

(@

�

i

T

n

(l

�

))

2

o

+ r

n;i

(�):

Calculons tout d'abord les coe�cients de T

n

(l

�

) et le terme principal de trfBI

n

(�)g.

T

n

(l

�

)

u;v

=

p

��

ju�vj

1

f0<ju�vj<p

n

g

+

p

��

�1

~

1=2

p

n

�

ju�vj

1

fp

n

�ju�vjg

+

p

��

�1

~

1=2

p

n

f�

ju�vj

� < g; h

ju�vj

>g1

f0�ju�vj<p

n

g

;

@

�

�1

T

n

(l

�

)

u;v

=

p

�~

1=2

p

n

�

ju�vj

1

fp

n

�ju�vjg

;+

p

�~

1=2

p

n

(�

ju�vj

� < g; h

ju�vj

>)1

f0�ju�vj<p

n

)

;

@

�

i

T

n

(l

�

)

u;v

=

p

�1

fju�vj=ig

; 1 � i � p

n

� 1;

tr

n

�

@

�

�1

T

n

(l

�

)

�

2

o

= 2�~

p

n

n�1

X

j=p

n

(n� j)�

2

j

+ 2�~

p

n

p

n

�1

X

j=0

(�

j

� < g; h

j

>)

2

;

tr

n

(@

�

i

T

n

(l

�

))

2

o

= 2�(n� i);

trfBI

n

(�)g = (4�)

�1

0

@

n�1

X

j=p

n

(n� j)�

2

j

+

p

n

�1

X

j=0

(�

j

� < g; h

j

>)

2

+

p

n

�1

X

i=1

(n� i)

1

A

+ r

n

(�):
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Remarquons que pour j � K, �

j

� < g; h

j

>=< g

�

K

; h

j

>, o�u l'on d�e�nit our tout p � 1, g

�

p

=

P

1

j=p

�

j

h

j

.

On a alors

p

n

�1

X

j=0

(�

j

� < g; h

j

>)

2

=

p

n

�1

X

j=0

< g

�

K

; h

j

>

2

�

K�1

X

j=0

< g

�

K

; h

j

>

2

= kg

�

K

k

2

:

La technique de sommation d'Abel permet de montrer que kg

�

K

k

2

= O(K

�1

). On a �nalement

trfBI

n

(�)g = (4�)

�1

np

n

(1 + o(1)) + r

n

:

Il reste �a prouver que r

n

est bien n�egligeable. Il faut tout d'abord �evaluer le rayon spectral de la matrice

T

n

(e

l

�

� 1). En d�eveloppant la fonction exponentielle �a l'ordre r � 3, on obtient

T

n

(e

l

�

� 1) =

s�1

X

r=1

1

r!

T

n

(l

r

�

) +

1

s!

T

n

(h

�

);

avec jh

�

j � jl

�

j

s

e

jl

�

j

. Pour majorer le rayon spectral d'une matrice de Toeplitz d'ordre n d'une fonction, il

su�t de majorer la somme des n�1 premiers coe�cients de Fourier de la fonction consid�er�ee. Remarquons

qu'on peut �ecrire

l

�

= �

�1

g

�

p

+

p�1

X

j=1

(�

j

� < h

j

; g

�

K

> �

1

)h

j

:

En notant �

j

= �

j

� < h

j

; g

�

K

> �

�1

, on obtient, pour j = 0; � � � ; n� 1

n�1

X

j=0

j

^

l

�

(j)j � Cj�

�1

j

n�1

X

j=p

n

�

j

+ C

p�1

X

j=1

j�

j

j = O(d

n

log(n) + d

n

p

n

):

Du fait que

R

�

��

(g

�

p

(x))

2

dx = O(p

�1

), en appliquant l'in�egalit�e de H�older on obtient que pour tout p � 1

et pour tout � > 0,

R

�

��

(g

�

p

(x))

2s

dx = O(p

�1+�

). En appliquant l'in�egalit�e de Parseval, on obtient , pour

r � 2,

n�1

X

j=0

j

b

l

r

�

(j)j �

p

n

�

Z

�

��

l

2r

�

(x)dx

�

1=2

� C

p

nd

r

n

�

Z

�

��

g

2r

p

(x)dx +O(p

2r

n

)

�

1=2

= O(

p

nd

r

n

p

�1=2+�

n

+ p

r

n

d

r

n

):

La fonction e

l

�

est int�grable et uniform�ement born�ee dans tout L

p

([��; �]), donc la même technique

donne pour h

�

,

n�1

X

j=0

j

c

h

�

(j)j = O(

p

nd

r

n

p

�1=2+�

n

+ p

r

n

d

r

n

):

Le rayon spectral �

n

de la matrice T

n

(e

l

�

� 1) est donc o(1) sous les hypoth�eses du Lemme 3. On peut

donc �ecrire �(�)

�1

= (2�)

�1

+�

n

, o�u � est une matrice de rayon spectral O(�

n

). En utilisant l'in�egalit�e

pour des matrices symm�etriques jtr(A

2

B)j � �(B)(tr(A

2

), o�u �(B) est le rayon spectral de la matrice B,

on obtient, avec les notations

I

n

(�)

i;i

= (8�

2

)

�1

tr

n

(@

�

i

T

n

(l

�

))

2

o

(1 +O(�

�

n

)) :

Et l'on a �nalement

trfBI

n

(�)g = (4�)

�1

np

n

(1 + o(1)):
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